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1- QU’EST-CE QUE LA COMBINATOIRE ?

ETUDE DES CONFIGURATIONS D’OBJETS EN PROVENANCE
des champs mathématiques traditionnels,
des sciences expérimentales :
algebre, théorie des nombres, géométrie, physique

statistique, informatique, biologie ... etc.

COMBINATOIRE : RENAISSANCE D’ UNE ANCIENNE DISCIPLINE

UNE ACTIVITE QUI A RENDU LA COMBINATOIRE MODERNE TRES
POPULAIRE EST LA REVISION DES CHAMPS TRADITIONNELS DE
CONNAISSANCE MATHEMATIQUES, LEURS MODELES DISCRETS

L’ETABLISSEMENT DE NOUVELLES CONFIGURATIONS.

CES INVESTIGATIONS

* AMENENT DE NOUVELLES PREUVES DE RESULTATS CONNUS,

*INTRODUISENT DE NOUVEAUX RESULTATS A INTERPRETER DANS
LES CHAMPS TRADITIONNELS,

e CREENT DES LIENS ENTRE DES RESULTATS APPARTENANT A DES
CHAMPS DIFFERENTS.



1- UN EXEMPLE DE L’ANTIQUITE :

NOMBRES GEOMETRIQUES (VIes. av. J.C.)

@ L _NON MO @000
O O ONON N 00O
00 000 000
00O @000 000
1,3,6,10,... 1,4,9,16,.
triangulaires T(n) carrés C(n) C(n)=T(n)+T(n-1)
UM NON
N NONONO,
00000
000000
k_/_\’;\J 2n-1
1,5,12,22,... trapézoidaux trap(n,k)

pentagonaux Pent(n)

Pent(n)=trap(2n-1,n)=T(2n-1)-T(n-1)

Récurrences, interconnexions, ... etc.



2- UN EXEMPLE DU XVIIIE SIECLE :
LES PARTAGES

QUESTION POUR HOMO SAPIENS. COMMENT REPRESENTE-T-ON 7
AVEC LES DOIGTS DES DEUX MAINS ?

REPONSE. 7=5+2 ou 7=4+3

DEF. PARTAGE D’UN ENTIER N :
ENSEMBLE D’ENTIERS POSITIFS Ny 2Ny 22 n, DONT LA

SOMME VAUT n.

NOMBRE DE PARTAGES D’UN ENTIER 7 : p(n),

EXEMPLE.
4= 4, 5=5,

3+1, 4+1,

2+2, 3+2,

2+1+1, 3+1+1,

1+1+1+1 24+2+1,

2+1+1+1,
p(4)=5, 1+1+1+1+1,  p(5)=7,

QUESTION. COMBIEN Y A-T-IL DE PARTAGES DE n ?

REPONSE : NON TRIVIALE



REPRESENTATION GEOMETRIQUE :
DIAGRAMMES DE FERRERS

1- EULER (1768) :

p(n)y=pn-1)+pn-2)-pn-5)-pn-7)+pn-12)+ p(n—15)---
=N (1) p(n—k(3k £1)/2).

k=1

EXEMPLE.

p(6) = pS)tp(d)-p(1),
=7 +5 -1=11,

Nombres pentagonaux généralisés : k(3k%1)/2 : 1,2,5,7,12,...
Nombres pentagonaux : k(3k-1)/2 : 1,5,12, 22, ...

¢lément de preuve (F. Franklin, 1881) : Théoréme pentagonal

(1—x)(1-x" )(1-x7)...

= nombre de partages de n en parts distincte:

.X”

A-0)A=x")1=x")=l-x—x>+x" +x" —x7 = x" +x7 +--.



2- HARDY, RAMANUJAN (1918) : ESTIMATION ASYMPTOTIQUE
1 2 1
exp 71:\/ —(n——)
4n3 ( 37 24 ]

Conséquence. La fonction p(n) est de la forme

pln)=

p(m)="xpl

et croit plus vite que tout polynome et plus lentement que
toute fonction exponentielle f{(rn)=b"

3- Rademacher (1937)

Slnh(z\/i(ﬂ—;{)J
p(n)= \/—ZA (ﬂ)\/_d
g (")
24
ou

A, (n)= 2 exp(ﬂz’[s(m,k)—Zﬂm //c])

0<m<k
(m.k)=1

ou s(m,k) est une somme de Dedekind ...



3- UN EXEMPLE DU XXIe SIECLE :
LES POLYOMINOS

o (b ol o o "B e

Polyominos d’aire 4 bien connus

B

DEFINITION. Un polyomino est un ensemble connexe de
cellules carrées unitaires dans le plan discret. La connexion entre
deux carrés voisins se fait par les cotés (4-connexite).

POLYOMINOS EGAUX A TRANSLATION PRES
Lorsqu’un polyomino est obtenu d’un autre par une translation,
on dit que les deux polyominos sont é¢gaux.



AIRE D’UN POLYOMINO = nombre de cellules

ORIGINE. Les polyominos sont d’abord apparus dans des jeux
mathématiques (pavage) puis ont servi de modeles dans des
problémes de percolation en physique statistique.

—
|

¢ PEUT-ON PAVER UNE REGION DU PLAN AVEC UN
ENSEMBLE DONNE DE TUILES ? N-P DIFFICILE

e PEUT-ON PAVER LE PLAN AVEC UN ENSEMBLE
DONNE DE TUILES ? INDECIDABLE

e TROUVER LE NOMBRE DE POLYOMINOS D’AIRE 7 :
INCONNU POUR N>56.

ON COMPTE AVEC UN PROGRAMME INFORMATIQUE.
TEMPS DE CALCUL EXPONENTIEL
RECORD : I. Jensen, 2004, n = 56. P(56)= 6,9% 10’



POLYOMINOS-ARBRES

Polyomino arbre

GRAPHE SOUS-JACENT

® CHAQUE CELLULE EST UN SOMMET
® IL Y A UNE ARETE ENTRE DEUX CELLULES SI
ELLES SONT ADJACENTES PAR LEURS ARETES.
® SI LE GRAPHE EST ACYCLIQUE, C’EST UN POLYOMINO-
ARBRE.
® FEUILLE : SOMMET DE DEGRE 1 (UN VOISIN).
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NOMBRE MAXIMAL DE FEUILLES

QUESTION. QUEL EST LE NOMBRE MAXIMAL DE FEUILLES DANS
UN POLYOMINO-ARBRE A 7 CELLULES.

L,(n) :=NOMBRE MAXIMAL DE FEUILLES DANS UN ARBRE DE
TAILLE 7

e CALCULER 7,(n) POUR 7 =1,2.3,...,10
e CONJECTURER UNE FORMULE GENERALE POUR L,(n)
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THEOREME (Blondin Massé, A.G., J. de Carufel, M. Samson)

SOIT LA FONCTION
(0 sin=1,
0 (n) 2 sin=2,
7 )=-
? n-1 sin=3,4>75,
(,(n—4)+2 sin26

ALORS (,(n)=L,(n).

IDEE DE LA PREUVE ( (7)< Z,( 7).

On construit, par induction, une famille de polyominos arbres

qui satisfont la récurrence.

n=2 n=3 n=4 n=5

(o272  1,3=2 (5 (4)=3 [, (5)=4

Induction : on construit A,+4 en collant le polyomino n=4
sur le haut de A,,.
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IDEE DE LA PREUVE ( ()2 L,( 7).

® NOUS PROCEDONS PAR BRISURE DE CONTRE-EXEMPLE MINIMAL

® SUPPOSONS QU’IL EXISTE DES POLYOMINO-ARBRES AVEC PLUS DE
¢ (7 ) FEUILLES.

® SUPPOSONS QUE 7 EST MINIMAL.

® ALORS ON PEUT CONSTRUIRE UN AUTRE CONTRE-EXEMPLE DE

TAILLE INFERIEURE A 7

Profondeur 1

a) b) c) d)

Profondeur 2
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POLYCUBES

® LA VERSION 3D DES POLYOMINOS ES APPELEE POLYCUBE ;

® CHAQUE CELLULE POSSEDE AU PLUS 6 VOISINS

® LA MEME QUESTION SE POSE : QUEL EST LE NOMBRE MAXIMAL DE

FEUILLES DANS UN POLYCUBE- ARBRE A n CELLULES ?

14



15



THEOREME (Blondin Massé, A.G., J. de Carufel, M. Samson)
Pour tout entier n >0, le nombre maximal de feuilles que peut
posséder un polycube-arbre a n cellules est

-

0

Si(n)+1
Uy(n)=y /(1)

S (n—41)+28
| (n—41)+28

ou

|(2n+2)/3],

Si(n)=3(2n+3)/3],
[(2n+4)/3],

sin=1I,

sin=6,7,13,19,25;
si0<n<40etn+1,6,7,13,19,25;
Si41<n<8l1;

si 82 < n;

si0<n<ll;
si 12<n<26;
si 27 <n<40;

16



CONCLUSION

A quoi ces arbres servent-ils ?

On ne sait pas ...

Peut-étre en chimie moléculaire ou dans les réseaux cristallins ou

en architecture.

Quelle est la suite ?

® Etendre les résultats a d’autres réseaux,

® Etudier le probléme sur des graphes quelconques.

Théoréme. (Blondin Massé, A.G., E. Vandomme,)
Le probleme de décider si un graphe simple possede un sous-
arbre induit de # cellules et ¢ feuilles est

NP-complet.

® Compter ces objets ...
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