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CHAPITRE 1

PERIODES DE RETOUR, COURBES DE NIVEAU
ET PLAN DU MEMOIRE

1.1 Périodes de retour

1.1.1 Motivation et utilité

La notion de période de retour d’un événement est utilisée fréquemment en hydrologie,
en ingénierie civile et, plus généralement, dans les sciences de I'environnement. Elle
sert notamment a prendre des décisions rationnelles vis-a-vis les impacts possibles
d’événements naturels jugés dangereux. On s’en sert par exemple pour caractériser les
risques naturels reliés aux tremblements de terre, a la crue des eaux et aux ouragans,
pour n’en nommer que quelques-uns. Egalement, les autorités se basent souvent sur la
valeur d’une période de retour pour planifier des infrastructures qui devront répondre
aux risques encourus, par exemple les barrages hydro-électriques. Un autre domaine
ou l’évaluation des périodes de retour est cruciale est celui de ’assurance. En effet,
les assureurs se basent sur la période de retour pour évaluer le niveau de risque d’un
assuré et ainsi fixer la prime qu’il aura a débourser. Les lecteurs intéressés peuvent
consulter les travaux de Klemes [24] et Klemes [25] en hydrologie, de méme que Singh
et al. [35] pour de plus amples détails concernant 'usage de la période de retour en

ingénierie civile et environnementale.
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1.1.2 Deéfinition formelle

La période de retour d’'un événement récurrent est définie comme la durée moyenne
entre deux occurrences consécutives d’une méme intensité. Formellement, soit un évé-
nement récurrent noté A et P(A) la probabilité que cet événement survienne. En
posant p 4 le temps moyen qui s’écoule entre deux occurences consécutives de cet

événement, la période de retour se définie par

Ty =LA (1.1)

Dans les applications les plus courantes, I’événement d’intérét A fait intervenir une
variable aléatoire X. Dans d’autres contextes, A est relié & une paire (X,Y") de va-
riables aléatoires. Cette situation engendre une théorie plus riche que le cas a une

seule variable, car elle fait intervenir la notion de dépendance entre X et Y.

Exemple 1.1. Lors de la construction d’un barrage, on fize habituellement la période
de retour a T4 = 1000 ans, de sorte que celui-cit soil capable de résister a tous les
événements météorologiques possibles, sauf ceur qui se produisent une fois par mil-
lénaire. S1 on s’intéresse a des événements qui s’observent sur une échelle annuelle,
alors pg = 1; on peut mentionner par exemple les crues annuelles mazimales et les
débits totaux annuels. Dans ce cas, on aura P(A) = pa/T4 = 1/1000 = 0,001. Ainsi,
les ingénieurs et les architectes devront s’assurer de batir une structure capable de

résister a des intempéries dont la probabilité d’occurence annuelle est de 0,001.

1.1.3 Le cas a une variable

Supposons que I’événement récurrent A fasse intervenir une variable aléatoire X &
valeurs dans un sous-ensemble X de R. Généralement, on s’intéressera a I’événement

extréme de la forme AT = {X > (x}, ot (x est un seuil jugé critique. Dans ce cas,
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P(A") = P(X > (x) = 1 — Fx(Cx), ott Fx est la fonction de répartion de X. La

période de retour s’exprime alors par

Ju

r_
g 1= Fx(¢x)

Il arrive aussi que I’événement d’intérét porte une attention aux valeurs extrémement
petites de X, c’est-a-dire A¥ = {X < (x}. Dans ce cas, P(AY) = P(X < (x) = Fx(Cx)

et la période de retour s’écrit
1

L
= Fx(Cx)

1.1.4 Le cas a deux variables

Ce mémoire portera une attention particuliére aux événements qui font intervenir une
paire (X,Y') de variables aléatoires a valeurs dans un sous-ensemble X x ) du plan
réel R2. Dans cette situation, il y a plusieurs événements qui peuvent étre d’un intérét
particulier. Le domaine de ’hydrologie fait réguliérement usage de la notion de période
de retour bivariée. Par exemple, les quantités de pluie et la hauteur de la crue des
eaux d'un cours d’eau sont, en régle générale, fortement liées. Il en est de méme de
la pointe et du volume annuels d’'un cours d’eau. Un recensement des méthodologies
disponibles a été rédigé par Griler et al. |21], alors que Brunner et al. [4] soulignent leur
importance pour I'évaluation des risques reliés aux pointes et aux volumes des crues.
Voir également article de Volpi et Fiori [38] concernant ’évaluation des structures

hydrauliques a la lumiére de périodes de retour pour des événements extrémes.

Les événements les plus courants faisant intervenir deux variables aléatoires concernent

les valeurs élevées de X et de Y jugées critiques selon des seuils (x et (y, a savoir

AT ={X > UY > ¢} et ATl ={X>(nY > G}
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Si Fxy(z,y) =P(X <xNY <y) est la fonction de répartition conjointe de (X,Y),
alors une application de la formule de de Morgan P(AU B) =1 — P(A°N B€) améne

PATN =P(X > (xUY > () =1-P(X <(xNY < () =1- Fxy(Cx, &y).

D’autre part, en posant Fyy(z,y) = P(X > z,Y > y) comme étant la fonction de
survie de (X,Y), on obtient aisément P(AL) = Fxy(Cx,Cy). Les périodes de retour

associées & ces deux événements sont alors

0 1
I = Ho et T = s
1— Fxy(Cx,Cy) Fxy(Cx,Cy)

1.1.5 Autres événements bivariés

Dans une moindre mesure, on pourrait aussi considérer des événements de la forme
AV = {X > & nY < Glet AV = {X > (xUY < (v} Puisque I'événement
{Y < (y} peut s’écrire comme 'union des ensembles disjoints {X < (x,Y < (v} et
{X > (x,Y < (v}, onpeut éerite P(Y < (y) =P(X <(x,Y <({y)+P(X > (x, Y <

Cy). En posant Fy (y) = lim, o Fixy(z,y) comme la loi marginale de Y, on obtient

PAY) = P(X >(NY <¢)
= P(Y <) —PX <(x, X <(y)

= Fy(y) — Fxy(z,y).

De maniére similaire, on calcule P(AYY) = 1 — Fx(z) + Fxy(z,y), on Fx(z) =

lim, o Fixy(z,y) est la loi marginale de X.
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1.2 Seuils critiques et courbes de niveau

1.2.1 Seuils critiques unidimensionnels

Généralement, les seuils critiques sont déterminés par rapport & une probabilité d’oc-
curence. Autrement dit, au lieu de fixer I'’événement A C X, on cherche plutét a
déterminer 'ensemble A tel que P(A) = p, ou p € (0, 1) est une probabilité préatablie
que I’événement survienne. Pour étre plus précis, prenons un événement de la forme
A" = {X > (x} pour lequel on a vu que P(A") = 1 — Fx(x). Alors pour faire en
sorte que P(AT) = p, il faut choisir (x de telle sorte que 1 — Fx(Cx) = p. Si X est

une variable aléatoire continue, sa fonction de répartition admet un inverse unique et
Cx = Fx'(1-p)
X —Ix p)-

Dans le cas de I'événement A, on a simplement (x = F'(p).

1.2.2 Ensembles de niveaux dans le cas bivarié

Les seuils critiques dans le cas a une seule variable sont basés sur les sous-ensembles
Sl={reX:x>p}etS ={recX:z<p} Unefacon de généraliser cette idée
au cas a deux variables consiste a définir un sous-ensemble de X x ) du plan réel R?
correspondant a un couple de variables aléatoires (X, Y'). Une des possibilités consiste

a poser
LY ={(z,y) € X x Y : Fxy(z,y) < p}. (12)

Le sous-ensemble Lﬁ s’appelle un ensemble de niveau (en anglais, level set). Coblenz

et al. [7] montrent que {L}* : p € [0,1]} caractérise entiérement le comportement
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aléatoire de (X,Y"). Ils décrivent, en outre, une fagon non-paramétrique d’estimer

L. On pourrait également définir
L;T ={(z,y) € X x Y : Fxy(x,y) > p}. (1.3)

Le lecteur est dirigé vers l'article de Dung et al. [10] concernant les incertitudes quand
a I'estimation d’un ensemble de niveau et pour une illustration concernant les risques

de débordement du fleuve Mékong, en Asie du Sud-Est.

A noter que la probabilité quune paire (X,Y’) prenne ses valeurs dans I'ensemble Li*
n’est pas égale & p. En effet, si on définit K comme la fonction de répartition de la

variable aléatoire W = Fx y(X,Y), alors

Une maniére simple d’avoir un ensemble de niveau dont la probabilité d’occurence est

p consiste donc simplement & redéfinir L} par

L ={(z,y) € X x ¥ : Fxy(z,y) <K' (p)},

tel que cela a été suggéré par Coblenz et al. [7]. De méme, comme P{(X,Y) € L'} =
P{Fxy(X,Y) > p} =1-K(p), il s’agit de poser ZIT)T ={(v,y) € XxY: Fxy(z,y) >
K71 —p)} de maniére a ce que P{(X,Y) € Zy} =p.

1.2.3 Courbes de niveau bivariées

Plutot que de travailler sur des ensembles tels que Z}j et Zy, soit la courbe de niveau

L,={(z,y) e ¥ xY: Fxy(z,y) =1—p}. (1.4)
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L’ensemble L, C X est non-dénombrable et peut étre décrit par la courbe dans R?
telle que y = F, (1 —p), ou F,; ' (1 —p) ={y : Fxy(z,y) = 1 — p}. Contrairement
aux ensembles de niveau, il y a un lien direct entre la courbe de niveau L, et les
périodes de retour bivariées TT et T+ En effet, 'ensemble L, contient les valeurs
(Cx, Cy) € X x Y telles que P(A]]) = p. Pour faire le lien entre une courbe de niveau
et T4, il s’agit de définir L, = {(z,y) € X x Y : Fxy(z,y) = p}, qui contient les
valeurs (Cx, Cy) € X x Y telles que P(AY) = p.

1.3 Objectifs du mémoire

Tel que noté a la section précédente, la courbe de niveau L, définie par ’Equation (1.4)
contient les valeurs de X x ) telles que IP’(AIJT) = p. Cependant, tel que 'ont bien
noté Salvadori et al. |32] et Volpi et Fiori [37], ces valeurs du sous-ensemble de X' x )
décrites par L, ne sont pas équiprobables au sens ot la loi de (X,Y’) sur cette courbe

n’est pas uniforme. Ce commentaire s’applique également a la courbe de niveau L.

La suggestion faite par Salvadori et al. [32] consiste & choisir la valeur de (z,y) sur
la courbe L, qui maximise une certaine fonction objectif. Plus formellement, pour

w: L, —[0,00), ces auteurs suggérent de choisir

(0, Y0) = argmax w(x,y).
(Iry)eLP

Cette solution ne nous apparait pas satisfaisante. Ce mémoire s’inspirera plutot de
I'approche de Volpi et Fiori |37], qui consiste a construire des ensembles de confiance

probabilistes a partir de la loi de probabilité de (X,Y’) sur la courbe L,,.

En se basant sur cette idée de Volpi et Fiori [37], ce mémoire de maitrise s’attardera

a construire des ensemble de confiance pour des événements concernant un couple
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(X,Y) distribué sur une courbe de niveau. De cette maniére, on pourra identifier un
sous-ensemble de valeurs possibles de (X, Y) sur la courbe L, qui sont susceptibles de
survenir a un certain seuil de probabilité 1 — a. Il est important de souligner ce qui

distingue ce travail de recherche de l'article de Volpi et Fiori [37] :

(i) On adopte une approche plus élégante qui permet d’obtenir une formule géné-

rale pour la loi de probabilité d'un couple aléatoire sur une courbe de niveau;

(ii) On déduit des formules explicites pour plusieurs familles de copules impor-

tantes, notamment les copules Archimédienne, Normale, Student et Beta;

(iii) L’approche par copules est privilégiée, permettant une estimation semi-para-

métrique de 'ensemble de confiance libre du choix des lois marginales ;

(iv) On étudie les probabilités de couverture des ensembles de confiance.

Le reste du mémoire est organisé de la maniére suivante. Au Chapitre 2, une expression
générale est déduite pour la loi de probabilité sur une courbe de niveau; ce résultat
permet de définir formellement I’ensemble de confiance. Le Chapitre 3 développe des
formules explicites pour cet ensemble pour les copules qui appartiennent & la famille
Archimédienne. Le Chapitre 4 déduit de telles formules pour les copules Normale et
Student, alors que le Chapitre 5 est dédié a la famille des copules Beta. Enfin, il est
montré au Chapitre 6 comment les ensembles de confiance peuvent étre estimés et

une illustration est effectuée sur des données financiéres.



CHAPITRE 2

INTERVALLE DE CONFIANCE SUR UNE
COURBE DE NIVEAU

2.1 Lien entre courbe de niveau et copules

2.1.1 Théoréme de Sklar

La théorie des copules permet d’analyser la structure de la dépendance entre plusieurs
variables aléatoires. Le point de départ en est le Théoréme de Sklar [36], qui est devenu
célébre pour I’étude de la dépendance entre deux ou plusieurs variables aléatoires. Afin
de I’énoncer, soit un vecteur X = (X1, ..., X,) de variables aléatoires dont la fonction

de répartition conjointe est donnée par
Fx(.l'l,...,.?fd) :]P)(Xl S $17‘..,Xd S Qfd) .
Les lois marginales de X peuvent s’extraire de Fx via

Fi(z) = lim Fx(z1,...,%q).

Typ—>r00

VEF]
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Théoréme 2.1. Si Fx est une fonction de répartition d-dimensionnelle dont les

marges sont Fy, ..., Fy, alors il existe une fonction C : [0,1]¢ — [0, 1] telle que
Fx(a1,-. ., 24) = C{Fi(21), ..., Fu(za)} (2.1)
Si les lois marginales Fy, ..., Fy sont continues, alors la fonction C' est unique et

s’appelle la copule de la loi F.

Dans la suite, on supposera toujours que les lois marginales sont continues, sans le
spécifier & chaque fois. Dans ce cas, le Théoréme 2.1 permet d’extraire la copule d’une

loi multidimensionnelle donnée Fx via la relation
Clur,... ug) = P {F7 (), ., F ua)} (2.2)

Il est parfois utile de noter que la copule C' associée a une loi Fx correspond & la loi

conjointe du vecteur U = (F1(Xy),..., Fy(Xy)), ou X = (X1,..., Xy) ~ Fx. En effet,

P{F(X1) Sur,.., Fa(Xa) Sua} = P{Xy < F M (w),..., Xa < Fr'(ua)}
= F{F'(w),....Fy (ua)}
= C{FioF ' (w),...,Fy0 F;'(uq)}
= COluy, ... ug).

Puisque pour chaque j € {1,...,d}, la loi de U; = Fj(X;) est uniforme sur (0, 1),
une copule C est une loi d-dimensionnelle a4 marges uniformes. A noter qu’une ver-

sion du Théoréme de Sklar [36] pour la fonction de survie Fx(zy,...,24) = P(X; >
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x1,...,Xq > xq) est possible en remarquant que

Fx(x1,...,20q) = P{F(X1)> Fi(21),..., Fa(Xa) > Fy(za)}
= P{1-F(X))<1—F(x)),...,1 = Fy(Xy) < Fy(u)}
= ]P){I—UlSFl({L‘l),...,l—UdSFd(Ux)}

= C{F(x1),..., Faxa)},

o C : [0,1]4 — [0,1] est la loi conjointe de U = (1= Uy,...,1—Uy), on U ~ C.
Puisque pour chaque j € {1,...,d}, laloi de 1 — U; est uniforme sur [0, 1], la fonction
C est une copule; on y référe comme la copule de survie. Il y a un lien direct entre la
copule C' de Fx et la copule de survie, puisque cette derniére est construite a partir

d’un vecteur U de loi C. Dans le cas d = 2, par exemple, on montre aisément que

~

Clu,v) =u+v—14+C(1—u,1—0).

Lorsque la densité c(u) = 0C(u)/duy - - - dug d’une copule C existe, la représentation

de 'Equation (2.2) permet de déduire

c(u) = fx {FH(w), ..., Fy (ug) } Hfz {F  (uo)} -

Inversement, en se basant plutét sur I'expression d’une loi Fix dans le Théoréme 2.1,

on peut exprimer la densité associée & Fx via la formule

fx(x) = c{Fi(x1),..., Falxa)} [ Folo). (2.3)

2.1.2 Versions copules des ensembles de niveau

Il est clair que la prise en compte de la dépendance qui existe entre deux variables

aléatoires est primordiale pour une analyse appropriée. En effet, supposer faussement
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que deux variables sont indépendantes peut mener a de graves surestimation ou, sur-
tout, & de graves erreurs de sous-estimation de risques encourus. A ce titre, 'usage
des copules dans le domaine de ’hydrologie s’avére un outil puissant, voire essentiel,

tel que l'ont souligné Salvadori et De Michele [31].

Plusieurs auteurs ont souligné et exploité le lien qui existe entre les périodes de retour
bivariées et la copule sous-jacente & la loi d’une paire aléatoire. Par exemple, Salvadori
[30], Salvadori et al. [33] et Requena et al. [29] s’en servent pour estimer des périodes
de retour bivariées et multivariées, alors que Belzunce et al. [3] et Yin et al. [40] les
exploitent pour évaluer des percentiles bidimensionnels. Gréler et al. [20] utilisent une

construction de copules en vignes pour modéliser les périodes de retour multivariées.

L’idée maitresse qui sera exploitée dans la suite est que ’ensemble de niveau de

I'Equation (1.2) peut se ré-écrire sous la forme
Lzﬁi = {(Fgl(u),Fgl(v)) €X xY:(u,v)€l0,1? Clu,v) < p}.

On peut donc adjoindre a L# sa version copule en considérant ’ensemble {(u,v) €
[0,1]% : C(u,v) < p}. On peut procéder similairement pour 'ensemble de niveau L;T

en définissant {(u,v) € [0,1]* : C'(u,v) > p}.

2.1.3 Versions copules des courbes de niveau

Pour un couple (X,Y’) de variables aléatoires dont la loi conjointe est Fy y, I'Equa-

tion (2.1) du Théoréme de Sklar s’exprime par Fxy(z,y) = C{Fx(z), Fy(y)}. A
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partir de la définition de la courbe de niveau L, & 'Equation (1.4), on a ainsi

LP = {([E,y)GXXyiFX’y(I,y):l—p}
= {(z,y) € X x YV : C{Fx(z), Fy(y)} =1-p}
= {(Fy'(u),Fy ' (v) € X x Y (u,v) € [0,1]*,C(u,v) =1 — p} .

Ainsi, on a que (u,v) € LS si et seulement si (F'(u), By L (v)) € Ly, ot

LS = {(u,v) € [0,1]*: C(u,v) =1 — p}. (2.4)

p

On procéde de la méme maniere pour la courbe de niveau L, en notant d’abord que

la version survie du Théoréme de Sklar [36] permet d’écrire

L, = {(z,y) € X xY: Fxy(z,y) =p}
(v,y) € X x V: C{Fx(x), Fy ()} = p}
(F3'(w), B (0) € X x Y (u,v) € 0,1, Clu,0) = p}

|
r—’H r—’H

de sorte que (u,v) € LY si et seulement si (F'(u), Fy'(v)) € Ly, on LY = {(u,v) €

[0,1)2: C(u,v) = p}.

2.2 Intervalles de valeurs probables sur une courbe

de niveau

2.2.1 Description de ’objectif poursuivi

Tel que noté par Volpi et Fiori [37], les valeurs d’une paire aléatoire (X,Y") sur la

courbe de niveau L, ne sont pas équiprobables. Autrement dit, il y a des valeurs de
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(X,Y) qui sont plus susceptibles de se produire que d’autres. Par exemple, les points
limites (Fx'(p),00) et (co, Fy.*(p)), bien qu’ils appartiennent a la courbe de niveau

L,, sont peu susceptibles de se matérialiser.

2.2.2 Ensemble de confiance sur L,

Afin d’identifier un ensemble de valeurs probables de (X, Y') sur une courbe de niveau,

soit un niveau de confiance 1 — a et un sous-ensemble B, ,_, de L, tels que
P{(X,Y)eBy1-0o | Fxy(X,)Y)=1-p}=1—-0a.

En définissant BS,_,, tel que (u,v) € BS,_, si et seulement si (Ft(u), Byl (v) €

11—«

B, 1-a, on peut travailler au niveau de la copule C' de (X,Y") en considérant
P{UV)eBS, | (UV)eLS} =1-a.

Puisque (u,v) € LS si et seulement si v = C; (1 — p), les éléments de 'ensemble
Bgl_a peuvent étre uniquement déterminés par la coordonnée u € [1 — p, 1]. On peut

alors définir un sous-ensemble ZC, _, de [0, 1] tel que
P{UeI ,|CUV)=1-p}=1-a.
Soit la fonction de répartition conditionnelle de U sachant C'(U,V) = 1 — p, a savoir
Fy(u)=P{U <u | C(U,V)=1-p}.

On définit alors 'intervalle de confiance de niveau 1 — « par

1§ = [Fy (), By (1= )] (2.5)

p
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ol pour ag,as € (0,1) tels que oy + ag = av.

2.2.3 Ensemble de confiance sur l_}g

On procéde de la méme facon pour ce qui est de la courbe de niveau J:Jp en cher-

chant un sous-ensemble BS,_, tel que P{(U,V) € BS,_, | CUV)=pt=1-a,

et en définissant 'ensemble B,;_, C L, tel que (u,v) € Bgl_ si et seulement si

(Fx'(u), Fy'(v)) € By

2.3 Distribution de U sur la courbe de niveau Lg

L’objectif de cette section est d’obtenir la loi conditionnelle de U sachant C(U, V) =

1 —p, ce qui correspond a la distribution de U sur la courbe de niveau Lg.

2.3.1 Loi conjointe de U et de W = C(U, V)

Proposition 2.1. Si la copule C' posséde une densité ¢, alors la densité conjointe de

U et de W =C(U,V) est donnée par

c{u, C’Jl(w)}
Fow (u,0) = =g {u, O (w)}’

0<w<u<l,

oty COY(u,v) = 0C(u,v) /v et C;t(w) = {t : C(u,t) = w}.

Démonstration. La transformation inverse de Z = U et W = C(U, V) est donnée
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par U = Z et V = C,'(W). Le Jacobien de cette transformation est donné par

] 1 0 9 71( )
= 0 4 0 - ow " ? w
5. Ol w) - Ot w)

Si on pose r,(w) = C;'(w), on a alors C{z,r,(w)} = w. En dérivant par rapport a w

z

de chaque coté de cette équation, on obtient COV{z r,(w)} . (w) = 1, et donc

0 , B
J= o O w) = v (w) =

1
COV{z, M (w)}

Puisque la densité conjointe de (U, V) est c(u,v) pour (u,v) € [0,1]?, on déduit que

. 1 C{u> Cu_l(w)}
fow(uw,w) = e{u, CH(w)} | =55 {0, C. (w)} |~ CO {u, Oy (w)}

ou 0 <u<let0<C(w)<1. Cette derniére restriction sur les valeurs de (u,v)

revient a C'(u,0) < w < C(u,1), ¢’est-a-dire 0 < w < w. &

Remarque 2.1. Par définition, la loi de U est l'uniforme sur (0,1). Sans surprise,
on retrouve ce résultat a partir de la Proposition 2.1. En effet, en intégrant la densité

bivariée fuw sur toutes les valeurs de W, ¢’est-a-dire pour w € [0, u|, alors

c{z,C 1 (y)}
)dw = dw.
/fUWuw w = C’Ol{uC’()}w
En effectuant ensuite le changement de variable t = C;'(w), de sorte que dt =

1/COu, C (w)}, on obtient

Ju(u) :/o c(u,t)dt = 1.
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2.3.2 Loide W =C(U,V)

La variable aléatoire W = C(U,V) a valeurs dans [0, 1] s’appelle la transformation

intégrale de probabilité bivariée. Sa fonction de répartition est notée
Ko(w) =P{CU,V)<w}, ou(UV)~C.

En conditionnant par rapport a U = u et en définissant C;'(¢) = {v € [0,1] :
C(u,v) = t}, on obtient alors

1
Ko(w) = / P{C(U,V) <w|U =u}du
0
1
= w+/ P{V <C'(w)|U =u}du
1
= w +/ c1o {u,C;/ (w)} du. (2.6)
Cette expression générale a été déduite par Genest et Rivest [19], qui explorent éga-

lement plusieurs cas particuliers de cette formule. La proposition suivante déduit une

expression générale pour la densité de K¢.

Proposition 2.2. §i C est une copule bivariée dont la densité c existe, alors la densité

de la variable aléatoire W = C(U, V), ou (U,V) ~ C, est donnée par

' w07 w)
ko) = [ oy

ot, COY (u,v) = 9C(u,v) /v et C; (w) = {v: C(u,v) = w}.

Démonstration. En dérivant I'expression de Ko (w) donnée a I'Equation (2.6), on a

1
ko(w) =1 — 19 {w,C ()} —i—/ % c1o {u,C;;/ (w)} du.

Puisque C;'(w) = 1, on a CUw,C; (w)} = CUO(w,1). Comme CUO(w,1) =
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P(V < 1JU = w) = 1, on a donc 1 — C"9{w, C;(w)} = 0. Maintenant, en posant
gu(w) = C;71(w), on obtient

u

<009 (0,0 ()} = £ 00 {u, g, ()} = ¢ {u g ()} g, 0.

Pour déduire la dérivée de g,, on part du fait que C{u, g,(w)} = w, ce qui, dérivé de

chaque coté par rapport a w, améne C®V{u, g,(w)} ¢’ (w) = 1. On a donc

1 1

gu(w) = COD Ly, g, (w)} — CO) {u,C-H(w)}"

Il s’ensuit que

d _ c{u, C7 (w)}
— 10 o1 — T
dw {U7 u (w)} C(Ol) {U, C(Jl(w)} )
ce qui compléte la démonstration. &

2.3.3 Loi conditionnelle de U sachant W = C'(U,V)

On peut désormais obtenir la loi de U sur la courbe de niveau Lg, c’est-a-dire la loi

de U sachant que C'(U,V) =1 — p.

Proposition 2.3. Si la copule C posséde une densité ¢, alors la loi conditionnelle de

U étant donné C(U,V) =1—p a comme densité

1 c{u,C N (9)}
c(q) COY{u,C (g)}

o) = ¢ wel1)

ot g =1—p, OO (u,v) = 9C(u,v)/0v et C;1(q) = {t: C(u,t) = q}.
Démonstration. La preuve est trés simple, car par définition de la densité condition-

nelle, on a f,(u) = fuw(u,q)/ke(q), ot 0 < ¢ < u < 1. 11 s’agit donc de remplacer

fuw par son expression obtenue a la Proposition 2.1 pour conclure.
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A la lumiére de la Proposition 2.3, la fonction de répartition de U étant donné

C(U,V) =gq, ot ¢ =1—p, peut s’exprimer pour u € [g, 1] par

gl L[ el )
0= [ weras= s [ gt e >0

En injectant I'expression de ko obtenue a la Proposition 2.2, on obtient alors

F”(U):/u %{18{300 @} // Co{lf{scc })}ds'

2.3.4 Preuve alternative de la Proposition 2.3

Par définition, f, est la densité conditionnelle de U sachant W =1 —p, ou W =
C(U,V). Par conséquent, f,(u) = fuyw(u,p) et on peut écrire

fwio(1 = p,u) fu(u)  fwp(l—p,u)

=0 ke(=p) (2.8)

fp(u) =

car U est uniforme sur (0, 1) et fy est la densité de W = C'(U, V), c’est-a-dire k¢. 11

reste donc a déterminer la densité conditionnelle fy;. Pour ce faire, soit

Fwp(w,u) = P(W <wl|U = u)
= P{C(U,V) < w|U =u)
= P{V <C ' (w)|U =)
= 0% {u,C; )}
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On retrouve ainsi la densité conditionnelle fy; en faisant

fw(w,u) = 8%0(10) {u,C’u_l(w)}
= o fu G )} A O w)
c{u,C (w)}

COV {u, O (w)}

En injectant cette expression dans 'Equation (2.8) avec w = 1 — p = ¢, on retrouve

I’expression obtenue a la Proposition 2.3

2.4 Tllustrations

2.4.1 Copules symétriques

Considérons d’abord le résultat suivant concernant les copules symétriques. On rap-

pelle que C' est symétrique si C(u,v) = C(v,u) pour tout (u,v) € (0,1)2.

Lemme 2.1. Si C est une copule symétrique, alors F,{C'(q)} =1 — F,(v).

Démonstration. On a d’abord

. @ s, 07 (g)}
F{Cr @)} = / oo s,

En effectuant le changement de variable t = C;(q), pour lequel

COV{t,C M (q)}
ds = — dt
NCIUN P P
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on obtient
. B o et Gl )} OO {t.Cr(a)}
Fp{Cv (Q)} - _/qu(q) C(Ol) {t, Ct—1<q)}c(10) {t7cf1(q)} dt
/1 c{t C (g } it
{tC Ha)}
c{t Ci'(g)} [ c{t,Ci'(9)}
coo e @) ), co e g ™
p(V) - &

Une conséquence du Lemme 2.1 est que lorsque C' est symétrique,

Tih o = {(w,v)€[0,1: Clu,v) =q, F, ' (a1) <CMg) < F, Y1 —ag)}
= {(u,v) €[0,1]: C(u,v) = ¢, a1 < F{C; (9)} < 1—as}
— {(w,v) €[0,1]: C(u,v) =q, oy <1—F,(v) <1—a)
= {(u,v) €[0,1*: C(u,v) = q, as < F(v) <1 —041)}
= {(u,v) € [0,1]: C(u,v) = ¢, F; (az) <v < F, M1 — )}

2.4.2 Copule de 'indépendance

Supposons que U et V sont indépendantes, c’est-a-dire que leur loi conjointe est
la copule d’indépendance C(u,v) = II(u,v) = wv. Dans ce cas, Barbe et al. [2]| et
Genest et Rivest [19] ont déduit que ko(w) = —Inw. Ainsi, puisque c(u,v) = 1 et

COY (u,v) = Quv/Ov = u, une application de la Proposition 2.3 améne

fp(u) = -1 . u€ g, 1].

ulngq

Par conséquent, la fonction de répartition est donnée par

o= [ oL gl

slng In g Ingq

F,

p
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On obtient alors F; (o) = e!=®) 1" = g1~ ¢t I'intervalle de I'Equation (2.5) devient

nh = [1—=p), (1 —p)*]. Ainsi, puisque II;'(1 — p) = (1 — p)/u, I'ensemble
B}, est constitué des paires de points (u, p/u) tel que (1 —p)'~* <u < (1 —p)*.

2.4.3 Copule de Clayton

La copule de Clayton [6] bivariée est définie pour 6 € (0,00) par Cyp(u,v) = (u=? +
v=% —1)71/%. On a d’abord

Oe(f)l)(u7 U) _ (%) (_9 U—(9+1)) (u—e 40— 1)‘(”%)
O T 1)’(”5 . (2.9)

En dérivant ensuite cette expression par rapport a u, on obtient que la densité est
(1
co(u,v) = (0 4 1) (uv) "+ (w?+0?-1) (5+2) : (2.10)

On a donc
Ce(uv U)

-1
— =0+ D) (Tt — 1)

Puisque C;'(q) = (¢ —u=% +1)7% oit g =1 — p, on trouve

co{u,C (q)} _ e Cas Vi I —0 _ 0 ~1/0\ 77 _ -
e 0+ 1) { +{(a +1) 1]

= (0+1) u— 0+ (u—e T 1)—1

= B+ 1)u 0D
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Il s’ensuit que

kolg) = / Cg‘ﬁ“{fc 2})}du
= (0+1)q /u O+ qy
_ <$> ¢ (q—e_q0)

= (%) (1-4¢").

23

Cette expression correspond a la densité ko de la transformation intégrale de proba-

bilité de la copule de Clayton telle qu’obtenue par Genest et Rivest [19]. Comme cas

particulier de I'Equation (2.7), on obtient donc

0 1 “
_ —(0+1) 9
F,(u) (6—1—1) = /1_p(9—|—1)5 ¢’ ds

6 u
- T / SO+ g
1—q4°J,

1—¢q°

7 (qfe _ ufe)
1—¢°

1 —(q/w)’

1—¢f

Quelques manipulations permettent ensuite de montrer que

B B q B q9 1/0
By ) = {(1—a(l-g¢)}" {1—a(1—q9)} '

L’ensemble B, est donc constitué de (u, (g% —u=0 + 1)71/9) tel que

p,l—a

{1—0z1€291_q0)}1/9§u§ {1_(1_292)(1_(]9)}1/6.

Remarque 2.2. On retrouve ’expression de F‘,D_1 dans le cas de la copule d’indépen-
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dance lorsque  — 0. En effet, si on pose h(0) = {1 — a(1 —¢°)}/%, alors

log {1 —a(l— qa)}
7 .

log h(6) =
Par la régle de I’Hopital, on obtient

1-p)1
lim log h(6) = Tim 20— )" 1084

= aloggq.
60 6—-0 1 — a1l — ¢%) @084

Il s’ensuit que h() — e*1°8% = ¢ lorsque 0 — 0, et donc

: “1() — 1 9 _ 49 _ 1«
m Fy(e) =l oy = e e

<

2.4.4 Copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern

La copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern est définie par Cy(u,v) = wv + Quv(l —
u)(1 —w), ou || < 1. On obtient alors facilement 09(01)(14, v) =u+ Ou(l —u)(l —2v)
et co(u,v) =1+ 6(1 — 2u)(1 — 2v). On a donc

co(u,v) _ 1+ 0(1 — 2u)(1 — 2v)
C’ém)(u, v) u—+ Ou(l —u)(1 —20)
o 1+0(1 = 2u)(1 - 2v0)
ou{14+60(1 —u)(1 - 20)}

1+6(1—u)(1l—2v)—0u(l—20)
u{l+60(1—u)(1l—-2v)}

- %_9{1+mi:£%—2m}‘

Afin d’obtenir Ce_,i(Q>> on note que C'(u,v) = g si et seulement si v+60(1 —u)v(l—v) =

q/u, ceci pouvant étre formulé de fagon équivalente par

eu—uw%—ﬂ+eu—unv+%:o. (2.11)
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Sif =0,o0nav=gq/u, et donc C[I;(q) = q/u. Si 0 # 0, les zéros du polynome de
I'Equation (2.11) sont

14+60(1 —u) £l 4(u)
20(1 — u) ’

v=Cy.(q) =

ot g o(u) = /{1 +0(1 — u)}2 — 40(1 — u)g/u. On peut montrer que la seule des deux

solutions ci-dessus qui est acceptable, ¢’est-a-dire telle que Oe_,i(Q) € [0, 1], est

Ciklg) = 9(; 9?1,&2 ;f@’q(“) .

A ce point-ci, il est utile de noter que

R =k

ce qui fait que

ce{u,(]ﬁ(q)} _ 0 1_209u()
C5™ {u, Cyl(g)} u 1+0(1—u)(1—2C, . (q)
Y Y L[ .
u 14+0(1 —u){—1+lygy(u)}/0(1 —u)
1 —1—|—€9q
T ou 9{91—u49q }
_ l—i- 1_6961
o (1_“)59@( )
11 1

l—u (1 —u)lpq(u)

Ceci permet de conclure que pour ¢ =1 — p,

Fp<“>:1“{58—?3>)}+/qu<1—3%'

L’inversion de cette fonction devra se faire de maniére numérique.



2. INTERVALLE DE CONFIANCE SUR UNE COURBE DE NIVEAU 26

2.5 Projection de l'intervalle sur la courbe de niveau

Volpi et Fiori [37] ont considéré la loi de probabilité de la distance entre (X,Y) € L,
et le point référence (zq,10) € Ly, ot 79 = Fx' {65 ()} et yo = F {65 (p)}, avec
dc(u) = C(u,u) la diagonale de la copule C' de (X,Y). Dans la suite, on montrera
le lien qui existe entre la densité de probabilité f, obtenue a la Proposition 2.3 et

I'approche de Volpi et Fiori [37]. A cette fin, le résultat suivant sera crucial.

Lemme 2.2. Soit une fonction f : R — R dérivable en tous points. Alors la distance

entre les points (a, f(a)) et (b, f(b)) le long de la courbe définie par f est donnée par

D(a,b) = /ab\/1+{f’(x)}2dx.

Démonstration. Les points P; = (a, f(a)), P> = (b, f(a)) et Ps = (b, f(b)) forment

un triangle rectangle. Ainsi, par une application du Théoréme de Pythagore,

(P, Ps) = \/(P1, Pa) + (2(P2, Ps) = f(Pl,P2>\/1 + {%2723% }2'

En supposant que ces trois longueurs sont infinitésimales, on a alors ¢(P;, Py) = dx,

U(Pa, P3) = dy et £(Py,P3) = ds. On a alors

ds=4/1+ <%)2dx: 1+ {f ()} de.
D(a,b) = /abds = /ab\/l—l—{f’(x)}zdx,

ce qui termine la preuve. &

On a donc

Exemple 2.2. Pour f(z) = By + fiz, on a f'(x) = 51 el donc la distance sur cette
courbe entre x = a et x = b est D(a,b) = ff V1482 =1+ 3 (b—a).

Exemple 2.3. Le Lemme 2.2 permet de calculer la longueur d’un demi-cercle de rayon
unitaire dont les points (x,y) sont unis par la relation y* + x* = 1. Le demi-cercle

des wvaleurs positives de y est donc défini par la fonction f(x) = 1 — 2. Comme
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fl(x) = —x /1 — 22, la distance sur ce demi-cercle entre x = —1 et x = 1 est

L N (=) o= [ [

En notant que la primitive de lintégrant dans la derniére expression est la fonction

arc sinus, a savoir sin”'(z), D(=1,1) = 2{sin ! (1) — sin ' (0)} = 2(7/2) = 7.

Maintenant, si (u,v) € Lg, alors on a la relation v = C;1(¢), ot ¢ = 1 — p. En posant

f(u) = C;'(q), on a que C{u, f(u)} = ¢q. En dérivant de chaque coté par rapport a

u

u, on obtient C*%{wu, f(u)} + CMu, f(u)}f'(u) =0, et donc

P el 1) S el U erad ()
Cu, f@)} ~ O, Gl )}

Du Lemme 2.2, la distance entre u = a et u = b sur la courbe de niveau L, est

SN ET=

A noter que cette expression a été obtenue indépendamment de Coblenz et al. [8]. Si

on prend comme repére le point (65'(q),05'(q)) € LY, ot 6¢c(u) = C(u,u), alors la

distance entre u € [q,1] et 65'(¢) le long de la courbe de niveau LS est

<[ g

Par une application du résultat classique concernant la transformation d’une variable

aléatoire continue par une fonction monotone, on déduit que la densité de la variable

S = H,(U) sur la courbe de niveau LS, c’est-a-dire sachant C(U, V) = 1 — p, est

Jo {7_[;1(8)}

hp(s) = ma Hp(1) < s <H,(1—p).



CHAPITRE 3

COPULES ARCHIMEDIENNES

3.1 Définition de la famille Archimédienne

3.1.1 Expression générale d’une copule Archimédienne

La famille des copules Archimédiennes comprend un grand nombre de modéles de
dépendance, incluant les copules de Clayton [6], Frank [14] et Gumbel [22]. Une copule

bivariée C' est dite Archimédienne si elle peut s’écrire sous la forme
Cy(u,v) =¥ {¥  (u) + ¥ (v)}, (3.1)

ot ¥ : [0,00) — [0,1] s’appelle le générateur. Pour que 'expression (3.1) définisse bel
et bien une copule, il faut que ¥ soit une fonction décroissante et convexe, a savoir

que pour tout t € [0,00), on a

U'(t) <0 et W'(t)>0.
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3.1.2 Courbe de niveau

Il est facile de montrer que la courbe de niveau d’une copule Archimédienne est dé-

terminée pour ¢ = 1 — p par ’équation

Col(q) =0 {¥(q) = (u)}.

Tel qu’énoncé au Théoréme 4.3.2 de Nelsen [27], les courbes de niveau d’une copule

Archimédienne sont convexes, ¢’est-a-dire que Papplication ¢ — C;1(q) est convexe.

3.1.3 Tau de Kendall

Une facon de mesurer la dépendance entre deux variables aléatoires a été proposée
par Kendall [23]. Ainsi, sur la base d’un échantillon (X1,Y7),...,(X,,Y,) de paires,

le tau de Kendall empirique est défini par

Ty = ﬁ;{cm — Dy},
ou Ci; =I{(X; — X;)(Y; = Y;) >0} et D;; =I{(X; — X;)(V; = Y;) <0} sont les indi-
cateurs, respectivement, de paires concordantes et discordantes. Le tau de Kendall
empirique correspond ainsi a la différence entre les proportions de paires concor-
dantes et discordantes dans un jeu de données bivariées. Il s’agit d'une alternative

non-paramétrique au célébre coefficient de corrélation de Pearson.

Il appert que la version théorique du tau de Kendall ne dépend pas des marges d’une
population bivariée, mais seulement de sa copule (en autant que les marges sont

continues). En fait, en se référant par exemple a Nelsen [27], le tau de Kendall d’une
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paire aléatoire (X,Y) dont la copule est C' s’exprime via la formule

T:4/Ol/olC(u,v)dC(u,v)—1.

Dans le cas d'une copule Archimédienne générée par ¥, on a

¥=1(0)
=1 4/ s {U/(5)}? ds.
0

3.2 Expression générale de ’ensemble de confiance

3.2.1 Détermination de C\(I,m) et cy

Afin de simplifier les expressions & venir, posons ¢ = U=, On obtient alors
(01) o 0 Ty -1 -1 /
Cy (u,v)—%C\p(u,v)—\If {\If (u) + W (v)}gb(v).

En dérivant cette derniére expression par rapport a u, on déduit que la densité de Cy

s’exprime par

o2
Oudv

Cy(u,v) = U {¥" () + U (v) } ¢'(u)¢'(v).

cy(u,v) =

3.2.2 Détermination de ky

A partir des travaux de Genest et Rivest [18], Barbe et al. [2] et Genest et Rivest [19],
on sait que la transformation intégrale de probabilité d’une copule Archimédienne

s’exprime par
$(w)
¢'(w)”

Kg(w) =w — ot ¢ =Vt
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En dérivant, on déduit alors que la densité de Ky est

_ P(w)¢"(w)
B = Gy
En notant que
/ _i —1w: 1 e //w:d_2 —1w:_\1ﬂ/{¢(w)}
M= q T = Ty T T aE Y T sy
on peut écrire de facon équivalente que
R (o1 2 CC0) SO ORI R 4 (23] S

(U {o(w)})’ {p(w)}

3.2.3 Distribution de U sachant Cy (U, V)

Le résultat suivant établit la forme de la fonction de répartion et de la densité condi-
tionnelles de U sachant W = Cy (U, V). Il s’agit d’un corollaire a la Proposition 2.2

dans le cas ou C est une copule Archimédienne.

Corollaire 3.1. Si Cy est une copule Archimédienne bivariée dont le générateur est
U, alors la densité conditionnelle de X = U étant donné Cy(U,V) =1 —p et sa

fonction de répartition sont données respectivement par

__ ) o) -
fp(u) - (b(l _ p) et Fp(u) 1 ¢(1 _p) , ue€ [1 b, 1]
Démonstration. On remarque d’abord que
co(u,v)  W{U(u) + ¥ (v)} o ().

™ (u, v) - () + (o)}
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Ensuite, puisque C;!(q) = ¥{¢(q) — ¢(u)}, ot g=1—p, on a

co{u,Cil (@} WY (u) + V(P {d(g) — p(u)})} &)
C™ {u, C:1(q)} WO (u) + TP {o(q) — ¢(u)})}
_ o) + o(q) — o(u)} &)
W {p(u) + d(q) — d(u)}
IS G0
= Wioty O

Maintenant, en se basant sur ’Equation (3.2), on obtient comme cas particulier de la

Proposition 2.1 que

—V{o(a)} ¥"{¢(9)}
¢(q) ¥"{o(a)} V' {o(q)}

¢'(u)

fulu) = o(q)

() = -

u € [q,1].

La fonction de répartition de f, est alors donnée par

L s D 0w 6w
Fole) = /qd)()d ¢(q) o(q)’

ce qui termine la preuve. &

Il est facile de montrer que la densité f, est décroissante sur [1 — p, 1]. En effet,

¢ (u)
¢(1 —p)

filu) = -

< 0,

car par hypothése, ¢ est convexe et donc ¢”(u) > 0 pour tout u € [0,1]. Par consé-
quent, le mode de la loi conditionnelle de U sachant Cy (U, V) =1—pest My =1—p.

On montre aisément que la moyenne conditionnelle de U est

1 1 1
E{U|Cy(U,V)=1—-p} = 1_puf][,(u)du:1—19—1—@5(1_20) /1_p¢(u)du.
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Par exemple, dans le cas de la copule d’indépendance, ¢(u) = —Inu et donc

1 1
EUIUV =1—p) = 1— +—/ Inudu
(U p) Pt i /.

—-Pp

= 1—-p+ (ulnu—u)Lp

1

In(1 - p)
—p

In(1—p)

3.2.4 Ensemble de confiance

Le Corollaire 3.1 permet de déduire I'intervalle de confiance de niveau 1 — « sur la
courbe de niveau L, dans le cas d'une copule Archimédienne générée par U. En effet,

puisque () = ¢ {(1 —a) ¢(1 —p)} = ¥{(1 — ) ¢(1 —p)}, on obtient facilement

Lo =[T{1—a)e(l —p)}, ¥{az (1 —p)}],

ol a,a > 0 sont tels que a; + an = .

3.3 Modéles Archimédiens particuliers

3.3.1 Copule de Clayton

La copule de Clayton de paramétre 6 > 0 est générée par Wy(t) = (0t + 1)~/%, de
sorte que ¢g(u) = (u=? —1)/0. On trouve, pour ¢ = 1 — p,

70_1 79_1_ -0 1 -0 _ 0
(u):l—(u )_q u’+1 u ¢’

F,

p

q—e_l 1_q—0
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0.80 0.835 0.90 095 1.00 0.80 0.835 0.90 095 1.00
3 u

03 04 05 0.6 0.7 08 09 10 0.1 02 03 04 05 06 07 0.8 09 10
u u

FIGURE 3.1 — Densité f, (a4 gauche) et courbe de niveau (& droite) de la copule de
Clayton lorsque p = 0,2 (en haut) et p = 0,8 (en bas) lorsque 7 = 0 (rouge), 7 = 1/4
(bleu foncé), 7 = 1/2 (vert), 7 = 2/3 (bleu pale) et 7 = 3/4 (magenta)

De la, F,' (o) = {¢? + a1 - q_a)}_l/e. L’intervalle de confiance est donc le méme

que celui obtenu a la Section 2.4.3.

La Figure 3.1 montre la densité et la courbe de niveau de la copule de Clayton lorsque
p = 0,2 (figures du haut) et p = 0,8 (figures du bas) pour des valeurs du tau de
Kendall correspondant & 7 € {0,1/4,1/2,2/3,3/4}. On obtient les valeurs de 6 qui
correspondent & ces niveaux de dépendance via la formule 7(0) = 6/(60+2). On obtient
donc 6(7) = 27/(1 — 7). A noter que la densité et la courbe de niveau s’expriment

respectivement par les formules

0qfu=01 _ _ ~ ~1/6
fp(u)zc‘i_—qg et CMg)=(¢"—u'’+1) /
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3.3.2 Copule de Frank

La copule de Frank de parameétre 6 € R\ {0} est générée par
1 —0 —t
\IJQ(t):—g In{l+(e?=1)e"}.

En posant {(u) = e~ — 1, on montre que ¢g(u) = — In{l(6u)/¢(0)}. Quelques calculs

permettent alors d’obtenir

A =g /m 5G|

En posant F,(u) = «, on déduit alors que

", ey
“9“)‘{M} 100 = Gagyet-

Comme (71(t) = —In(1 + ¢), il s’ensuit que

Fol(a) = 011 (1+ {0)} >

{£(0g) 3t

L’intervalle de confiance est ainsi donné par

- a1 1—as
I, = LMY P L) o)) : 1y 1+—{€(9)} :
" 0 {lbg)y—1) " 6 {¢(0q)}
La Figure 3.2 montre la densité et la courbe de niveau de la copule de Frank lorsque
p = 0,2 (figures du haut) et p = 0,8 (figures du bas) pour des valeurs du tau de
Kendall correspondant & 7 € {0,1/4,1/2,2/3,3/4}. On obtient les valeurs de 6 qui

correspondent & ces niveaux de dépendance via

r(O) =1+ (Di(6) 1}
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0.80 0.85 0.90 095 1.00 075 0.80 0.85 0.90 095 1.00
u u

02 03 04 05 0.6 0.7 0.8 09 10 0.1 02 03 04 03 06 07 0.8 09 10
u u

FIGURE 3.2 — Densité f, (& gauche) et courbe de niveau (& droite) de la copule de
Frank lorsque p = 0,2 (en haut) et p = 0,8 (en bas) lorsque 7 = 0 (rouge), 7 = 1/4
(bleu foncé), 7 = 1/2 (vert), 7 = 2/3 (bleu pale) et 7 = 3/4 (magenta)

ou Dy(f) = 671 foo t(et — 1)~'dt est la fonction de Debye d’ordre un. A noter que la

densité et la courbe de niveau s’expriment respectivement par les formules

e 0u iy 1
) = Gwy mitog ey C““>‘_5m{1+

3.3.3 Copule de Gumbel

La copule de Gumbel est générée par V¥ (t) = eXp(_zfl—t‘))7 ott 0 € [0,1]. On a donc
d(u) = (—Inu)Y1=9 ce qui fait que pour ¢ =1 — p,

F

p

) =1 (= Inw)Y/0=0) X Inw) Y0
u) = __— = —_ —_— .
(—Ingq) /09 Ing
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FIGURE 3.3 — Densité f, (& gauche) et courbe de niveau (& droite) de la copule de
Gumbel lorsque p = 0,2 (en haut) et p = 0,8 (en bas) lorsque 7 = 0 (rouge), 7 = 1/4
(bleu foncé), 7 = 1/2 (vert), 7 = 2/3 (bleu pale) et 7 = 3/4 (magenta)

On a alors que F,(u) = « si et seulement si Inu = (1 — a)'"’Ing, ce qui améne

FyY (o) =exp{(1-a)'’Ing} = gt

L’intervalle de confiance est alors donné par

—Q -0 o
Lo = [<1—p)“ D (1= p)™ } '

La Figure 3.3 montre la densité et la courbe de niveau de la copule de Gumbel lorsque

= 0,2 (figures du haut) et p = 0,8 (figures du bas) pour des valeurs du tau de
Kendall correspondant & 7 € {0,1/4,1/2,2/3,3/4}. On obtient les valeurs de 6 qui
correspondent & ces niveaux de dépendance via la formule 7(6) = 6, ainsi (1) = 7. A

noter que la densité et la courbe de niveau s’expriment respectivement par les formules

(Inw/Ing)" =% ot O

u(d —1)Ing L (q) = exp [— {(- In ¢)/=% — (—lnu)l/(l—(’)}l_e} .

fo(u) =
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3.3.4 Copule de Joe

La copule de Joe est générée par U(t) = 1 — (1 —e )Y ou § € [0,1]. On a donc
d(u) = —In{1 — (1 — u)’}, ce qui fait que pour ¢ = 1 — p,

o, Wm{1-(1- u)?}
)= gy

On a alors que F),(u) = a si et seulement si In{1 —(1—u)’} = (1—a)In{l—(1—q)?},
ce qui ameéne
i) =1—{1—(1-p")}"".

p

L’intervalle de confiance est alors donné par

Ll = 1= {1-a=p) =y - 1-a -]

La densité et la courbe de niveau s’expriment respectivement par les formules

B 9(1_u)6—1 . . L _1_<1_q)9 1/6
fp(U)_(1—(1—u)0>1n<1—(1—u)9) t Cu (Q)—l (1 _1—(1—16)9) .

3.3.5 Copule de Ali-Mikhail-Haq

La copule de Ali-Mikhail-Haq est générée par W(t) = 2=% ou 6 € [0,1]. On a donc

er—0?

é(u) = In{(1 — 0)u=t + 6}, tel que pour ¢ =1 — p, on obtient

In{(1—0)u~" + 0}

£ T {(1=0)g 0}

p(u) =1
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En posant lg9 = (1 —0)g~" + 6, on aura F,(u) = a si et seulement si £, ;* = (1 —

O)u=t + 6. De 14, on déduit aisément,

Fyla)=(1—-0)/(65"—0).

p

L’intervalle de confiance est alors donné par

1-0 1-6
7AMQ _ ’ .
pia(P) [éé;al — 0" 0% — 0]

La densité et la courbe de niveau s’expriment respectivement par les formules

1-0 g =
ﬁm)zwqﬂ_9w4+ﬁ}mﬂl—@w4+9}‘% QL@)_{Qjﬁiﬂ}+9.



CHAPITRE 4

COPULES NORMALE ET STUDENT

4.1 Copule Normale

4.1.1 Quelques préliminaires

Soient la densité et la fonction de répartition de la loi normale N(0, 1), a savoir

6712/2

V2m

b(z) = et B(z) = / "ot dt.

Soit également la densité normale bivariée de corrélation p € [—1, 1] donnée par

b (2.y) = 1 o {_ <:B2~|—y2—2pxy)}
o\ Y ——27“/1_7[)2 p 21— 2 )

ainsi que la fonction de répartition associée & ¢,, qui s’écrit implicitement

B, (z,y) = /_oo /_: 6,(s,1) dt ds.

Avec cette notation, la copule Normale s’exprime par

oY) o 1(v)
Cy(u,v) = B, {7 (u), & ()} = /_ /_ 6,(s,1) dt ds.
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4.1.2 Obtention du quotient ¢/CV

Premiérement, en dérivant C, par rapport a v, on obtient

C(Ol)(u, v) = @E)OI) {@_l(u), CID_l(v)} (@1 (v)), (4.1)

p

ot @201)(:(;, y) = 0®,(x,y)/0y. En dérivant maintenant ’expression (4.1) par rapport

a u, on déduit la densité de la copule Normale, & savoir

cp(u,v) = dp {27 (u), @7 (v) } (271 (w)) (271 (v)).

On a alors
cp(,0) G {® (), @7 (v)} (BN (w) 0p {2 (u), @} (v)} |
O™ (u,v) o {01 (u), =1 (v)} ${1(u)} YV {2 (u), @1 (v)}

ou la deuxiéme égalité exploite le fait que dh~!(z) = 1/h'{h~*(2)}. On a donc

W {O) O} Blry) (4.2)
C (D(2), ®(y)}  dlx) DY (z,y)

A noter maintenant que si (Z1, Z3) est un couple dont la densité est ¢, alors

00,(x.)/0y _ ®)" (x,)
9(y) o(y)

P (2 <)z, =y) =

D’un résultat classique sur les lois conditionnelles Normales que ’'on peut retrouver
par exemple dans Castillo et Galambos [5], on sait que la distribution conditionnelle

de Z; sachant Zy = y est la loi N(py, 1 — p?). On en déduit alors que

Zgzy>

oP(z,y) = Sy P(Z < 2|2 =y)

_ ¢(y>P<Zl—py < -y

\/1—p2 o \/1—p2
= 9(y) 2{2(z,y)},




4. COPULES NORMALE ET STUDENT 42

olt on a posé z,(x,y) = (v — py)/+/1— p? En injectant cette expression dans la

formule (4.2), on trouve donc

cp{®(7), ®(y)} 1 P(x,y) 1

COV{D(z), d(y)} o) Sy) {z(z.y)}

Avant de poursuivre, soit le lemme suivant.

Lemme 4.3. Si ¢ est la densité de la loi Normale standard et ¢, la densité de la loi

Normale bivariée de moyennes nulles, de variances unitaires et de corrélation p, alors

bp(,y) _ 1 o
¢(3/) _ﬂ¢{ p( 7y)}a

Le Lemme 4.3 permet d’établir que

o {2(2), 2(y)} 1 1 ¢{z(x,y)}
CO (D), d(y)t /1 p20@) @ {z(x, )}

On a donc

cp(u,v) 1 1 Qb{zp(q)il(u)?q)il('v))}
C(u,0) /1= g2 0@ () @ {2, (@ T(u), & (v))}

Remarque 4.3. Dans le cas particulier ot p =0, on a z,(z,y) = = et donc

c, {®(), @)} 1
Oy {@(x), ®(y)}  Px)

On obtient alors facilement
Cp(u, U) _ 1

C(y,v)  u’
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4.1.3 Obtention numérique de 'intervalle de confiance

C @) = {0lC)(w,v) =}
= {v@, {o7"(u), 27 (v)} = q}
— {D(y)|P, {7 (w),y} = ¢}
_ @[@;g_l(u)(q)]-

Ainsi, Cg(lu)(q) = [@;i(q)] On cherche donc a résoudre, pour s et g fixés, ®,(s,y) =

g, ou encore [Y_ ¢(t)P (\;1'”_2) dt = q.
—p

Le tau de Kendall est donné par 7oy (p) = 2 sin~'(p), permettant d’obtenir pen (1) =

sin (2 ) On obtient, a partir du quotient # que fp(x) = a2 q)}/ fq Co q)} ds

cOD{s,Cs cOV{s.CF
La fonction de répartition est Fj,(u) = q“ C(%{lf{(jac(q)} ds /fq C(‘[Z){lsgé—c(mds On

obtient numériquement 'intervalle

4.2 Copule de Student

4.2.1 Quelques préliminaires

La densité et la fonction de répartition de la loi Student a v € N degrés de liberté

sont données respectivement par les expressions

u—20—1)

wy(z) = \/_(13()%) (1+%2)_( et Q,,(x):/x w,(t)dt, (4.3)
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ou I'(a) = [, t* e " dt est la fonction Gamma. Soit également la densité de la loi

de Student bivariée de paramétre p € [—1, 1] donnée par

— %+1
(1) = 1 1+x2—2pxy+y2 (5:)
oo 21y/1 — p? vy/1— p? .

A noter qu’a l'instar de la loi Normale bivariée, la fonction de répartition associée a

(4.4)

wy,p s’écrit implicitement

T Y
Qmp(ac,y):/ / Wyp(s,t)dtds.

Avec cette notation, la copule Student s’exprime par

Qpw) Q)
Cpo (11, 0) = Qup L0 (), 0 (1)) = / / oy (s, 1) dt ds.

4.2.2 Obtention du quotient ¢/C“V

En dérivant la copule de Student C,,, par rapport & v, on obtient

O (u,v) = Q) {0 (w), @, (v) } (2,1 (),

v

oll Qg?,})(x,y) = 0Q,,(z,y)/0y. En dérivant cette derniére expression par rapport a

u, on déduit la densité de la copule Student, ¢’est-a-dire

Cpar(t,0) = wp {2, (1), 0,7 (0) } (2,7 (w) (2,7 ().
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On a alors que le quotient ¢/CY s’exprime par

o) wp {0 (1), @M (0)} (91 (W)
O (u,v) Qo) {921 (w), 251 (v)}

W {2, (w), 2,1 (v)} |
w Q5 (W)} Q) {0 (w), 91 (v)}

Par conséquent,

o (2@, 200} wplry)

; _ 4.5
O {0 (@), W)} wi(z) A (2, y) )

Maintenant, tel que démontré par Ding [9], si (Z7, Z3) est un couple de loi de Student

a v degrés de liberté, alors

<z

P ( Vv +1(Z - py)
V) (1 —p?)

Zy = y) = Q1 ().

Ce résultat sur la loi conditionnelle de la Student bivariée permet de déduire

Zzzy>

P(Z, < x|Zy =vy) IP’( v+ 1(Z1 —py) < vV + 1z — py)

V+y)1-p) " V)1 - p?)
= Qi {2z, 9)},

v+l x—py
Zp,V(I’y) - 1/—|—y2 ﬂ

ol on a posé

A partir de 14, on obtient

Q,(o(,)z})(‘ra y) =w, ()P (2 <a|Zy =y) = w,(y) Qi {Zp,,,(x, y)}-

En injectant cette derniére expression dans la formule (4.5), on trouve

CILV {QV(x)aQu(y)} — 1 wp,u(xay) ]-
VL, (2), Ay (@) wly) Qi {zw(r,y)}

Le résultat suivant est une version du Lemme 4.3 adapté a la copule de Student.
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Lemme 4.4. Si w, est la densité de la loi de Student a v degrés de liberté et w,, la

densité de la loi de Student bivariée a v degrés de liberté et de corrélation p, alors

Wo(, y) 1 v+1

wly) /1 v+y?

Wy+1 {Zp,u(xv y)} . (46)

Une application du Lemme 4.4 améne alors

i@ QWY L1 [VET s {5}
@), 2wt VI= 2 @@V vy Qa{u @)}

Remarque 4.4. Lorsque v — 00, on a z,,(,y) = 2,(2,y), wey1(x) = () et

Qi1(x) — @(z). On retrouve alors Uexpression obtenue dans le cas de la copule

Normale, a savoir que

b o A2@. 20 11 o{5@)
=2 O @), ) VI P9 (o)

Remarque 4.5. Dans le cas particulier ot p =0, on a

(z,9) v+1
Zou(T,y) =2
0, Yy DY

et done

o~ e (Vi) o (Vi)

Puisque quand v — 00, on a 2y, (z,y) = x, wyp1(x) = ¢(x) et Q,pq(x) = P(x), on

retrouve [’expression déja obtenue pour la copule de indépendance, a savoir que

@) 1
= O ), )} @)
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4.3 Preuves

4.3.1 Preuve du Lemme 4.3

La densité Normale bivariée est donnée par 'expression

b (2.y) = 1 o {_ (:c2+y2—2pxy)}
p\ T, Y o —/—1—p2 p 21— 2 .

Avec ¢(y) = e ¥"/2/\/2x la densité de la loi Normale centrée réduite,

So(2,y)  _ 1 - {_ (a:2 +y2 — 2pmy)} y V2r
o(y) /12 P 2(1— p2) .

B 1 22 + % — 2pzy y?
et _— exp — 5 + z
V211 — p? 2(1—p?) 2
(Y = 2pay — P+ PPy
2(1-p?)

{
S
- el ()]

47
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4.3.2 Preuve du Lemme 4.4

A partir de la définition de la densité de la loi de Student univariée énoncée a I'Equa-

tion (4.3) et de celle de la Student bivariée a 'Equation (4.4), on a

; { 2% — 2pxy + 12 }(;H)
wo(T,y)  2my/1—p?
o ) < yz)—("zl)

5)

Lo (= 2ery ~(54)
i ( V(1 —p?) )

2
1+Z
14

R0 )(Hy;)
VPL () )(1 y_> {(x—py>2+<y2+u><1—,o2>}‘<5“>
)

2¢/my/1 — p?T (4L

2y/7\/1— p2T (41 (v? +v)(1 = p?)

ST (v 2\ ~% 200 ) ~(5H)
- s (0

ot on rappelle que z,(z,y) = (v — py)/\/1 — p> A noter maintenant que la densité

de la loi de Student univariée a v + 1 degrés de liberté s’exprime par

I CRR) o\
wyr1(x) = 1T () (1+ 1/+1) ;

ce qui permet d’écrire
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Il s’ensuit enfin que

pulty) VIT (%) s
wo(y)  2ym/1— p?T (4L) (HV)

2
Vv +1yrl (4 v+1
x . w1 {4 =2 7@, Y)
F(§+1) v+y
1 v+1 v+1 (2.1)
= Wy — 2z, .
T2 Vo2 W 7Y

La démonstration est donc complétée.

49



CHAPITRE 5

LA GRANDE FAMILLE DES COPULES BETA

5.1 Construction et propriétés de la copule Beta

5.1.1 La lot MGB2

Soient d’abord la densité et la fonction de répartition de la loi Beta de paramétres

p,q > 0 définies respectivement pour x € [0, 1], par les expressions

_—F(p—i—q) 2P 1 =)t e T) = ’ s)ds
bpg(x) = T(») T(q) (1 ) t Bpg(z) /0 bpq(s) ds,

ou (o) = [;7t*te " dt est la fonction Gamma. La fonction de densité de la loi

MBG2 donnée par Yang et al. [39] est

La fonction de densité bivariée de la lot MBG2 donnée par Yang et al. [39] est

B . 2) —(5+1)
Er?;)}{”(%)} |
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On peut montrer que la fonction de répartition associée est

(z +y)° }

Fxy(z,y) = Bpgq {m

Dans le but de construire une expression de la copule Beta, définissons les lois de

densité des variables de loi InvGa, GG et GB2.

5.1.2 Copule et densité Beta

La copule Beta bivariée s’exprime par

Cury (1, v) = / Foo {F (w)} Fo {Fy ()} dG(0).

Tel que démontré par Yang et al. [39], une expression pour la copule Beta est

0o g—a-1 671/9
C o, :/ Gl{M}GQ{“(”)} do,
PL,p ,q(u v) . p 9 p 0 T(q)

ou G, est la fonction de répartition de la loi Gamma de parametres p et 1, alors que

B! (u) B! (v)
— P1.,9 t — p2,9 .
i(u) = 1 Byl (u) © 72(v) = 7 B, 1 (v)

Yang et al. [39] montrent que la densité de la copule C,, ,, , peut s’exprimer par

{1 + $1(U)}P1+q {1 + xQ(U>}p2+q
{1+ x1(u) + x2<v)}p1+p2+q ;

(5.1)

Cpr g (U V) = K, pog

ot ICp, o = T(@) T(p1 + 12 + @) /T(p1 + ¢) T'(p2 + q).
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5.1.3 Cas particuliers de la famille Beta
Copule d’indépendance

Lorsque ¢ — oo et que pp, po demeurent fixés.

Copule de survie Clayton

La copule de survie de Clayton apparait lorsque p; = py = 1.

Copule Normale

Tel que mentionné par Yang et al. [39], la copule Normale est un cas particulier de la

famille Beta lorsque pq, p2, ¢ — oo de telle sorte que

]ﬂ—>c>0 et ]2—>d>0.
q q

Le paramétre de la copule Normale est alors

B cd 0
S TS IS Ry

Copule inconnue (néanmoins intéressante...)

Lorsque p; — oo et que ps, ¢ sont fixes, on retrouve une copule de la forme

(g (A+yrr
I'(p2 +q) P

Chpyq(u,v) = e /e

?
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ouz=1/G;'(1—wu)ety=B," (v)/{1-B, (v}

5.2 Obtention de ¢V

On note en premier lieu que pour une copule générale C' dont la densité c existe, alors

COY(y,v) = /“ c(t,v)dt. (5.2)

En vertu de cette expression et a la lumiére de ’'Equation (5.1), on arrive 4 démontrer

le joli résultat qui suit concernant la loi conditionnelle C;(,?,lp)m d’une copule Beta.

Proposition 5.4. On a

1 + 1’2(1))
01 -
ng1717)27q(u7v) =1- Bp2+q,p1 {1 + $1(u) T ZEQ(U) . (5.3)

Démonstration. En utilisant la formule (5.2) dans le cas de la densité Beta, on a

u {1 + xl(t)}pﬁ-q

cOY (y,0) =K 1+ zo(v) P2 He dt.
(u,v) p1p2,a { 2(v)} o {1+ 21(h) + 2a(0) P FPeTa

P1,p2,9

Soit maintenant le changement de variable s = 1 + x1(t) + x2(v). A partir de la

définition de x1, on a 14+ z1(t) = {1 — B, ()}, ce qui fait que

s—xg(v):#_l(t) — t:Bpl,q{l—#z(U)}.

p1,9
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On en déduit donc que

= %w{l‘s—ix>}{s—é@nﬂ“

p1—1 q+1
_ pl + (]) 1— 1 ds
I'(q) s — z5(v) s — x2(v)

Frbr }mld

L(p) L) {s — 2y (v))* ™

S.

Il s’ensuit alors que pour s; = z3(v) + 1 et 55 = x5(v) + {1 — B, (u)} ",
C ey uta [ (oo s)" " o),
{1+ z1(t) + xo ()} P27 I'(p) T(q) Js sPr0ata {5 — wy(v) }
Tt [ femmm -
( ) ( ) gp1+p2+q
_ Mita) P L@
T T ><>/ () e

On effectue ensuite le changement de variable y = {1 + z5(v)}/s. On a donc s =

{1+ z5(v)}/y et les bornes d’intégration deviennent alors y; = {1 + x2(v)}/s1 = 1 et

:1—|—ZL‘2()_ 1—|—£L‘2() _ 1—|—$2<U)
v 52 @) F {1 =B, @} T+a(u)+wa(0)

Puisque ds = —{1 + z5(v) } /12,

et e
. {H%(v)yl} dy
) E&l)j;(?) {1+ flle(v)}”*q /yQ g (1 -y dy
N ?Eg ;(51) i(iz i Z; {1+ :czl(v)}szrq /y j )

By tq.m (?/1) — Bpytam (92)
Icphpz,q {1 + x2(v)}p2+q
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L’insertion de cette derniére expression dans ’Equation (5.3) améne finalement

CIE?}IEZ,Q(U7/U) = Bp2+q,p1(yl)_Bp2+q,p1(y2>

Bp2+q,p1(1) - Bp2+q,p1 {

1+ z2(v) }

1+ z1(u) + zo(v)

1+ 25(v) }

1+ zq(u) + zo(v)

= 1- Bp2+q,p1 {

ce qui termine la démonstration. %

Si X est distribuée selon une loi Gamma de paramétres p et ¢, alors la loi de Y =
X/(X 4+ 1) est une Beta de paramétres p et g. Cette caractérisation de la loi Beta

permet de déduire

X S s
B, 4(s) P<X+1_S) P(X_l_s) GM(I—S)’

ou G, est la fonction de répartition de la loi Gamma, a savoir

G ) /:c tp—le—t/q q
= — _az
vl = ) T

On a donc B, (u) = G, (u)/{1 — G, :(u)}, ce qui améne

B, u(u)

Pjsq o —

Ppj.q

Quelques calculs permettent alors d’obtenir ’expression alternative

L+ Gyl (0
G, o (1,0) = 1= Gy g, {%} |

P1,q (u)
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5.3 Illustration du cas particulier p; = p, = 1 : copule

de survie Clayton

Comme By y(z) =1— (1 —x)% ona By (u) =1— (1 —u)"/ et donc

Bl_l U — (1 —u)/a .
1 (u) = xo(u) = - Bfl%()u) _ ! (1<i u)l/)q = (1 —u)1-1.

Ainsi, comme cas particulier de ’'Equation (5.3) de la Proposition 5.4, on obtient

1+ z5(v)
D = 1-B
114(1,0) LI x1(u) + 22(v)

S {(1 - U)‘l(/‘ll . z}i—l/j))—l/q 1 }QH

= 1- { (1-— u)‘l(/‘ll j_L g_l/s)_l/q 1 }—(q+1)

= 1-(1- v)_(pﬁ) {(1- W)V (1= )M 1}f(qul) '

En posant ¢ = 1/6, on trouve alors

_ 1
Cf?ll’)l/e(l —u,l—v)=1- o0+ (ufa Lt — 1) (1+3) '

Cette derniére expression correspond a la dérivée par rapport a v de la copule de

survie Clayton, ¢’est-a-dire C§%(u,v) = u+v — 1+ CS(1 —u, 1 — v).

Maintenant, on déduit comme cas particulier de ’Equation (5.1) que

Cl,l,q(u7 U) =

1\ {(1—w) V{1 = ) Va} et
(+3)

14 - 3
q) {(1—u)"Ya+ (1 —v)-Va— 1}

ou on a utilisé le fait que
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On retrouve la densité de la copule de survie Clayton en posant ¢ = 1/6. En effet,

{(1 - (1 — u))—@}%—f—l {(1 B (1 o U))_g}é-‘rl
{(1 o (1 - u))—@ + (1 — (1 — U))—O _ 1}%-&-2
(u—e)gﬂ (U,Q)gﬂ

C17171/9(1 —u, 1— U) = (1 + 6)

= (1+0) ;
(u=0 + =0 — 1)+

= (14 6)(uv) @V (™ 070 — 1)_(%_2) ,

ce qui est I'expression de la densité de la copule de Clayton de 'Equation (2.10).



CHAPITRE 6

ESTIMATION SEMI-PARAMETRIQUE DES
ENSEMBLES DE CONFIANCE

6.1 Version empirique des intervalles de confiance

6.1.1 Contexte

On a vu au Chapitre 2 que 'ensemble de confiance B,;_, d’une paire (X,Y’) sur la

courbe de niveau L, est constitué des paires de points

(Fy'(u), By ' (v)) (6.1)

telles que (u,v) € BS,_,

= {(u,v) €[0,1*:uelf_,,v=Cr'(1—p)}, ot pour

p,l—a u

ag, s > 0 tels que oy +as = a € (0,1),

_[C

p,l—«

= [F_I(Oél)7 Fp_l(]_ — 062)} .

p

On rappelle que F, est la loi conditionnelle de U sachant que C(U,V) =1—p. A la

lumiére de (6.1), 'intervalle de confiance pour les valeurs de (X,Y") est alors

Lyi—a=[Fx' o E Y ay), Fy o F N1 — ay)]
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6.1.2 Objectif

L’objectif de ce chapitre est d’estimer l'intervalle de confiance I, ;_, sur la base de
paires indépendantes (X1, Y1), ..., (X,, Y,) provenant d’une loi bivariée Fx y. On sup-
posera que les marges Fy et Iy de F'xy sont continues, de sorte que Fxy posséde
une unique copule C' qui contient toute la dépendance entre X et Y. Pour ce faire, on

accomplira les deux étapes suivantes :
(1) Choisir un modéle paramétrique adéquat pour la copule de Fyy ;

(2) Estimer les lois marginales F'y et Fy avec les marges empiriques.

Cette approche repose a la fois sur un aspect paramétrique (sélection d’une famille de
copules) et entiérement non-paramétrique (utilisation des marges empiriques). Notre

stratégie est donc de nature semi-paramétrique.

6.2 Description de la méthodologie proposée

On suppose dans la suite que les lois marginales de la loi bivariée Fx y sont inconnues
et que sa copule C' appartient & une famille paramétrique F = {Cp; 0 € © C RP}, o
O est I'espace des paramétres. Trois facettes sont a considérer dans ce contexte, a
savoir (i) estimer le paramétre 6, (ii) tester ’hypothése que la copule C' appartient &
la famille F et (iii) estimer Fx et Fy de maniére non-paramétrique. Ces trois aspects

sont traités dans la suite.
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6.2.1 Estimer le paramétre d’une copule

Lorsque la loi est a deux dimensions, c’est-a-dire que d = 2, et qu’il n’y a qu’un seul
parameétre a estimer, on peut employer la méthode de 'inversion du tau de Kendall.
Soit une famille de copules bivarices F = {Cp;0 € © C RP} dont le tau de Kendall

est une fonction de 6 défini par

7(0) = 4/01/0109(u,v)d09(u, v) — 1.

L’idée consiste alors a estimer ¢ par le nombre 6., tel que 7(6,,) = 7,,, ot 7, est le
tau de Kendall empirique. Si la fonction 7(6) est inversible, alors 6,,, = 77(7,). Par
exemple, on a 7(6) = 2/9 pour la copule FGM, si bien que 6,,, = 97,/2. Dans les cas

ot 7(#) n’est pas inversible, il faut résoudre I'équation 7(0) — 7,, = 0 numériquement.

L’estimateur dit a mazimum de pseudo-vraisemblance est défini sous I’hypothése que
la densité ¢y de Cy existe. Dans ce cas, en se rapportant a la représentation de la densité
conjointe d’'un vecteur aléatoire de I’équation (2.3), la fonction de log-vraisemblance
de (X1,Y7),...,(X,,Y,) s’écrit

n

L(0) = 3" [lneo {Fx (X0, Fr (Y)} + I f(X0) + In fy (V)]

=1

Dans un contexte ot les lois marginales F'x et Fy sont supposées inconnues, on consi-
deére plutot, tel que suggéré par Shih et Louis [34] et Genest et al. [15], la fonction de

pseudo-vraisemblance définie par
L(0) = ey {Fxn(X:), Fyn(Yi)} .
i=1

L’estimateur a pseudo-maximum de vraisemblance Opy , est défini comme la valeur

de 0 € © qui maximise L(#).
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6.2.2 Choix formel d’une famille de copules

Pour une certaine famille paramétrique de copules F = {Cy;0 € © C RP}, un test
d’adéquation est une procédure statistique qui permet de choisir entre les hypothéses

nulle et alternative

HI :CeF et H :C¢F

Plusieurs méthodes ont été proposées dans la littérature. On peut citer par exemple les
travaux de Fermanian [13], Mesfioui et al. [26] et Bahraoui et al. [1]. Dans la suite, on
s’attardera cependant & deux procédures qui se sont avérées trés populaires, & savoir

les méthodes de Genest et al. [16] et Genest et al. [17].

Les tests proposés par Genest et al. [16] sont basés sur la transformation intégrale
de probabilitée Ky(w) = P{Cy(U,V) < w} associée a la copule Cy € F. La version

empirique de K est définie par

=1
ou Wy 1,...,W,, sont les pseudo-observations définies par
1 n
Wi = —— Z;I(Xj < X.,Y; <Y).
]:

En supposant que 6, est un estimateur convergent pour 6, une des statistiques de test

proposée par Genest et al. [16] est
. 1
WERR — n/ {K,(w) — K, (w)}2 dw.
0

Pour englober les situations ou la fonction Ky ne posséde pas de forme explicite, ou

encore que Ky est explicite mais de forme compliquée, on utilisera plutdt la version
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suggérée par Genest et al. [17], & savoir

WER = p /O (K (w) — K (w)} du

n n n_ N
= %ZZmaX(VVM,ij)—%Z maX VVM,W* )
i=1 j—l =1 j=1
" Z Zmax zN? ;N) 5
=1 j=1

ou Ky est une version estimée de Ky basée sur des paires simulées (Xi,Y]),

(Xn, Yy) iid. Gy, et Wiy, ..., Wy y sont les pseudo-observations calculées a partir
de cet échantillon. Le calcul de la p-valeur d’un test basé sur Wf R utilise la méthode

de ré-échantillonnage du bootstrap paramétrique.

Plutot que de se baser sur Ko, on peut travailler directement au niveau de la copule

d’un couple aléatoire en considérant la copule empirique
ZI{FXn ) < u, Fyn(Y;) < v}.

Une statistique de test dans la lignée de WSJ%R est alors

WT?JI?‘,B—TL/ / {C(u,v) — O (u,v)}* dudo.

Cette statistique fut proposée par Genest et al. [17], ot on montre que

1 n n
WERE — - ) {1l = max (Ui, Vip) 1 — max (U, Vin)}

i=1 j=1
——ZZ{l—max Uzna‘/;n }{l—max( §,N ],N)}
=1 j5=1
n N N
+NZZ{1_H‘&X<UZN’ v) {1 —max (Ury, Vi) }
i=1 j=1

ot (Ui, Ujn) = (Fxn(Xi), Fyn(Y7)) et (Ufy, Usy) = (Fxn(X)), Fyn(Y))).



6. ESTIMATION SEMI-PARAMETRIQUE DES ENSEMBLES DE CONFIANCE 63

6.2.3 [Estimation non-paramétrique des lois marginales

Il est possible d’estimer une distribution marginale en supposant qu’elle appartient
a une certaine famille paramétrique, comme les lois normale, Gamma, Student, etc.
Cependant, cette approche a le grand défaut de créer une énorme distortion lorsque
la famille est mal spécifiée. Pour cette raison, les marges F'x et Fy de Fxy seront

estimées par les marges empiriques, a savoir

Les inverses Fiy'(u) et Fy ' (v) sont alors estimés par

ﬁ;l(u) = inf {x eR: F\X(x) = u} et ﬁ;l(v) = inf {y eR: F\y(y) = v}.

6.3 Illustration sur des données financiéres

6.3.1 Présentation des données

Cette section vise a illustrer la construction d’un intervalle de confiance sur une courbe
de niveau. Pour ce faire, les données qui seront analysées concernent le cours des
actions (en dollars américains) des entreprises ExzonMobil et Schlumberger entre le
1¢* janvier et le 31 décembre 2021. Les données ont été récoltées sur Google Sheet et
comprennent n = 251 paires d’observations. Quelques statistiques descriptives sont

répertoriées au Tableau 6.1.

La compagnie EzzonMobil compte parmi les plus grandes sociétés pétroliéres au

monde. Ses principales activités comprennent ’exploration, la production, le transport
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TABLE 6.1 — Statistiques descriptives univariées pour le cours des actions de FExzon-
Mobil et de Schlumberger entre le 1¢F janvier et le 31 décembre 2021

Compagnie Moyenne Médiane Ecart-type
ExronMobil 57,95 58,82 5,02
Schlumberger 29,33 29,01 3,05

et la commercialisation de pétrole brut, de gaz naturel et de produits pétrochimiques.
Elle est issue de la fusion, en 1999, de Fxxzon Corporation et Mobil Corporation. Elle
posséde des activités dans plus de 200 pays et territoires a travers le monde. En 2021,
sa capitalisation boursiére frolait les 240 milliards de dollars, ce qui représente environ

2% de la capitalisation totale du New York Stock Exchange.

La compagnie Schlumberger est une entreprise multinationale de services pétroliers
fondée en 1926 et présente dans plus de 120 pays. Ses principales activités sont la
recherche et l'exploration de pétrole et de gaz, la conception et la construction de
plates-formes de forage, la gestion de la production de pétrole et de gaz, la fourniture
de services de forage et d’achévement de puits, ainsi que la production de technologies
de mesure, de controle et de gestion des données pour 'industrie pétroliére et gaziére.
En 2021, sa capitalisation boursiére était d’environ 50 milliards de dollars, ce qui

représente environ 0,4% de la capitalisation du New York Stock Exchange.

6.3.2 Stationnarité et indépendance sérielle

Les deux graphiques en haut de la Figure 6.4 montrent ’évolution des deux séries
chronologiques. En les examinant, il apparait assez clair qu’il y a présence d’une
forte corrélation sérielle. Ce pressentiment est confirmé formellement par le test de
Durbin—Watson, qui conclue dans les deux cas a la présence significative de dépen-
dance sérielle, au seuil a = 0,01. Cette présence de dépendance sérielle dans les
données rend inadéquate ’analyse de la dépendance entre les paires via les copules.

Afin de s’en affranchir, une idée consiste a travailler avec les données différenciées.
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FIGURE 6.4 — Evolution du prix des actions de EzzonMobil et de Schlumberger entre
le 1¢* janvier et le 31 décembre 2021. En haut : séries originales; en bas : séries
différenciées a ’ordre un

Spécifiquement, si Wy, ..., W, est une série chronologique, la série différenciée est
donnée par W, ... W |, ou W} = W;;; — W,. Cette opération a été effectuée sur
les données ExzonMobil et Schlumberger. Les séries résultantes se retrouvent en bas
de la Figure 6.4. Le test de Durbin—Watson confirme le succés de 'opération, car il

conclut au non-rejet de ’hypothése nulle d’indépendance sérielle dans les deux cas.

6.3.3 Choix d’une copule

La suite de ’analyse se fera sur les paires de données différenciées concernant les cours
des actions de EzxronMobil et Schlumberger. Le nuage de points de ces observations se
retrouve sur le graphique en haut a droite de la Figure 6.5. Sur la diagonale, on peut
observer les histogrammes du cours des actions de EzzonMobil et de Schlumberger.
Dans le cas de FxzonMobil, il est clair que la distribution n’appartient pas a la famille

des lois normales.
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FIGURE 6.5 — Sur la diagonale : histogrammes de la différence des prix des actions
des compagnies EzzonMobil (en haut a gauche) et Schlumberger (en bas a droite) ; en
haut a droite : nuage de points des données originales; en bas a gauche : nuage de
points des données standardisées

En ce qui nous concerne, la figure qui revét le plus d’'importance est le graphique
en bas a gauche de la Figure 6.5. En effet, ce nuage de points concerne les paires
(Fx(X,), Fy(Yy)), i € {1,...,n—1}. Puisque (Fx(X,), Fy (Y})) ~ (Fx(X,), Fy(Y;)) =
(U, V;) ~ C, ces paires de points sont en quelque sorte des observations tirées de la
copule sous-jacente & cette population. Autrement dit, le graphique en bas & gauche
de la Figure 6.5 permet d’observer la forme de la copule entre le cours des actions.

Les tests d’adéquation pour copules basés sur les statistiques WSEB et WSJ%R ont
été effectués pour vingt-neuf modéles de copules. Les résultats se retrouvent au Ta-
bleau 6.2. Les modéles testés concernent les familles usuelles Normale, Student, Clay-
ton, Frank et Gumbel, ainsi que les extensions des copules Normale et Student fournies
par les modéles Khi-deux et Fisher. En plus, les versions survies des copules qui sont
radiallement asymétriques, a savoir Clayton, Gumbel, Fisher et Khi-deux, ont été
considérées dans I’étude. On rappelle que si C' est une copule, alors sa version survie

est la copule a(u, v)=u+v—14C(1—u,1—v). La copule C correspond a la loi de
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(1-U,1—-V) pour (U, V) ~ C. Les résultats du Tableau 6.2 permettent de constater
que les copules qui sont radiallement asymétriques sont clairement rejetées par les
deux tests d’adéquation, a 'exception de la copule de survie de Gumbel. A contrario,
les familles de copules Normale, Frank et Student, qui sont symétriques, sont toutes

acceptées au seuil de signification 5%.
TABLE 6.2 — P-valeurs (en pourcentage) des tests d’adéquation pour copules basés

sur les statistiques WRP et WTS](\Q,R pour le prix des actions de ExzonMobil et de
Schlumberger entre le 1¢" janvier et le 31 décembre 2021

Copule sous H ‘ WS]%B Wf ]?,R
Normale 41,9 50,8
Clayton 0,1 0,1
Survie Clayton < 0,1 < 0,1
Frank 38,9 15,3
Gumbel 2,41 0,4
Survie Gumbel 31,4 17,7
Student v =1 6,1 0,8
Student v = 3 37,2 14,6
Student v =5 56,2 19,7
Student v =7 45,1 45,1
Student v = 10 39,7 37,3
Fisher v =1 < 0,1 < 0,1
Fisher v = 3 <0,1 <0,1
Fisher v =5 < 0,1 <0,1
Fisher v =7 <0,1 <0,1
Fisher v = 10 < 0,1 <0,1
Survie Fisher v =1 0,7 < 0,1
Survie Fisher v =3 0,8 0,2
Survie Fisher v =5 0,6 0,1
Survie Fisher v =7 0,6 0,1
Survie Fisher v = 10 0,8 0,1
Khi-deux a =0 < 0,1 < 0,1
Khi-deux a = 1/4 < 0,1 < 0,1
Khi-deux a = 1/2 <0,1 <0,1
Khi-deux a = 3/4 0,1 <0,1
Survie Khi-deux a =0 0,7 < 0,1
Survie Khi-deux a = 1/4 0,3 0,1
Survie Khi-deux a = 1/2 0,5 0,2
Survie Khi-deux a = 3/4 1,1 0,4
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6.3.4 Intervalle de confiance semi-paramétrique

A la lumiére des tests d’adéquation dont les résultats sont présentés a la sous-section
précédente, la copule de Frank est un modéle de dépendance en adéquation avec le
jeu de données ExzonMobil-Schlumberger. Bien que d’autres modéles ont également
été acceptés sous 'hypothése nulle, la copule de Frank sera utilisée dans la suite pour
calculer 'intervalle de confiance sur une courbe de niveau. On se basera donc sur les

calculs effectuée a la section 3.3.2.

Premiérement, puisque le tau de Kendall observé est 7, = 0,61, la valeur estimée du
paramétre de la copule de Frank selon la méthode de I'inversion du tau de Kendall est
f = 8,24. Il s'ensuit que £(f) = e~3% — 1 = —0,9997. En prenant a; = as = 0,025,

on a pour p = 0,1 que £(0q) = e 3209 1 = —0,9994, et donc

-1 (—0,9997)00% \  —1 (—0, 9997)1-0.025
I} = |—1In(1 ’ In(1 :
0,1,0,95 {8, 24 n( 20, 99920051 ) 820 M\ (0, 9994) 005

= [0,9017, 0,9962] .

Dans le cas p = 0,05, £(0q) = e 324x095 — 1 = —(),9996 et

—1 (—0 9997)0’025 —1 (—O 9997)1*0’025
i _ In(1 ! In(1 :
0,05,0,95 {8,24 n( + (—0,9996)0025-1 | 7 8 94 nil+ (—0,9996) 0025
= [0,9510, 0,9985].

Ces intervalles de confiance concernent les valeurs de U sur la courbe de niveau
C(U,V) =1 — p. Pour obtenir les résultats a I'échelle des valeurs observées, il s’agit
d’appliquer les marges inverses. On obtient alors

1551,0795 = [F,;;((o,gon), F(0,9962)] = [1,5793, 2,2418]

n,

et Igf0570,95 = [F,;}((O,9017), F;}((o,9962)] = [1,8751, 2,2634].

Ces intervalles sont donc les valeurs des actions de EzzonMobil sur les courbes de



6. ESTIMATION SEMI-PARAMETRIQUE DES ENSEMBLES DE CONFIANCE 69

niveau p = 0,1 et p = 0,05. Les valeurs correspondantes pour le cours des actions de
Schlumberger sont

Lioes = [F,y(0,9962), F,4(0,9017)] = [2,2658, 1,0493]

n7 n7

et I)os00s = |Fny(0,9985), F,1(0,9510)] = [2,5345, 1,2477].

n, n,

6.3.5 Interprétation des résultats

Pour les valeurs p = 0,1 et p = 0,05, tel que 'on a respectivement une probabilité
p de 10% et 5%, on observe, avec un taux de confiance de 95%, une montée des prix
de l'action d’EzzonMobil supérieure ou égale & une valeur comprise respectivement
entre 1,5793 et 2,2418, et entre 1,8751 et 2,26, ou une montée des prix de ’action
de Schlumberger supérieure ou égale a une valeur associée comprise respectivement
entre 1,0493 et 2,2658, et entre 1,2477 et 2,53. Ainsi, cela correspond respectivement,
comparativement aux derniers prix des actions observés en 2021, a une montée de
2,6% a 3,69%, et de 3.08% a 3.72%, pour EzzonMobil et de 3,52% a 7,6%, et de 4.18%

a 8.48%, pour Schlumberger.

Ces résultats suivent notre intuition, a savoir que plus la probabilité p est faible, donc
plus ’événement est rare, plus la montée des prix est forte. Cela se comprend puisqu’il
est rare d’observer une forte montée des prix. De plus, on observe des valeurs similaires
pour les bornes maximales, celles-ci correspondent aux asymptotes des courbes de
niveau qui ont été coupées au méme endroit, tel que les données soient possiblement

observables, avec un taux de confiance de 95%.
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En hydrologie, les périodes de retour bivariées sont employées fréquemment dans la
conception d’infrastructures, notamment les barrages hydroélectriques. La notion de
période de retour est basée sur le concept d’ensembles de niveau. Ces derniers défi-
nissent une plage de valeurs pour une paire aléatoire (X,Y) telle que la probabilité
de leur apparition est supérieure a une certaine probabilité fixée p. Bien que plusieurs
événements partagent le méme niveau de risque p, tous ces événements n’ont pas la
méme probabilité d’occurrence. Sur la base de cette constatation, Volpi et Fiori [37]
proposent de construire un intervalle de confiance afin d’identifier un ensemble de
valeurs de (X,Y’) dont le niveau de risque est p et dont la probabilité d’occurrence
appartient a un ensemble de confiance de niveau 1 — a.. Cette stratégie permet, entre

autres, d’exclure les valeurs hautement improbables de X et de Y.

Les travaux de Volpi et Fiori [37] impliquent de connaitre les marges uniformes, ce
qui n’est pas toujours réalisable. De plus, le cheminement et les formules utilisées
permettant d’obtenir l'intervalle de confiance ne sont pas explicités. En se basant sur
leurs idées, une approche semi-parameétrique basée sur les copules est proposée, dans
laquelle les marges empiriques sont utilisées. En isolant une variable dans I’équation
de la courbe de niveau et en utilisant les distributions conditionnelles, un intervalle
de confiance explicite et souvent simple apparait alors pour des copules explicites
tel que la famille des copules Archimédiennes. Un intervalle de confiance pour les
copules implicites, telles que la Normale, Student ou encore Beta, peut étre obtenu
en recourant a l'intégration numeérique. Ces intervalles sont généraux et leur inversion
par les marges empiriques permettent d’obtenir un intervalle de confiance applicable.
Une illustration a été effectuée sur le cours des actions de ExzonMobil et Schlumberger

afin de montrer une des utilisations de la méthode introduite.
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Dans le futur, il serait intéressant d’étendre la méthodologie développée dans ce mé-
moire pour des dimensions supérieures a d = 2, ¢’est-a-dire pour des vecteurs aléatoires
X = (Xy,...,Xy). En complémentarité, il serait également souhaitable d’adapter la
méthode dans le cas de copules dont les intervalles de confiance n’admettent pas de
forme explicite. On peut penser notamment aux copules de type squared introduites
par Durocher et Quessy [11], qui comprennent entre autres les familles des copules
Khi-deux (voir Quessy et al. [28]) et Fisher (voir Favre et al. [12]). Enfin, en cette ére
des données massives, il serait de mise d’étudier la fiabilité de la méthodologie pour

des jeux de données de grande taille et comprenant un nombre élevé de variables.
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