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[ Lois de probabilité

Les lois de probabilité permettent de décrire les variables aléatoires sous la forme d’une

- «expérience type» puis d’analyser cette expérience en détail pour pouvoir déduire les
principales caractéristiques de toutes les expériences aléatoires qui sont du méme type.
‘ Le travail est fait une seule fois mais il sert a toutes les expériences semblables. L’évaluation

de laloi de probabilité et des caractéristiques étant effectuée, 1'utilisateur n’a plus a "con-
struire" les probabilités mais simplement a identifier le mode¢le et a utiliser les résultats
connus sur le modeéle. On s’intéressera ici a quelques lois qui sont trés fréquentes dans

le domaine de la gestion.

Objectifs et compétences

L’étudiant sera en mesure de
e calculer des probabilités sur la loi binomiale
e associer une expérience aléatoire a une loi binomiale
o calculer des probabilités sur la loi de Poisson
e associer une expérience aléatoire a une loi de Poisson
e calculer des probabilités sur la loi exponentielle
e associer une expérience aléatoire suit a loi exponentielle
e calculer des probabilités sur la loi normale

e utiliser les propriétés de la loi normale pour effectuer des calculs de probabilité

Loi binomiale

Considérons 1’expérience qui consiste a répéter n fois une expérience aléatoire de fagon
indépendante telle que le résultat de chaque expérience est un succés ou un échec avec
une probabilité de succes m. On peut représenter cette expérience type par la figure
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2  Chapter 7 Lois de probabilité

suivante :
Succés T
Echec 1-n
Succés ™
Echec 1-n

iy n .. fois

Succes T
Echec 11

Nombre de succés

"‘ Posons X la variable aléatoire qui donne le nombre total de succes sur les n tentatives.
La variable aléatoire X suit une loi Binomiale de paramétres n et 7, notée Bin (n, ).

Le support de cette variable aléatoire est
Sx ={0,1,2,---n}

et la loi de probabilité est donnée par

f(z)= (Z)Wz(l —m)" " pourx =0,1,2,...n

() = 75—

Les principales caractéristiques numériques sont :
Moyenne :  FE (X) =nrw
Variance:  Var (X) =nn (1 —m7)
Ecart type : nm (1 —m)

ould<m<let

Voici un graphique représentant quelques lois binomiales avec une méme valeur de n,

(n = 20) et quelques valeurs de 7.

Lois binomiales

Pi=0.1
Pi=0.25
Pi=0.5
Pi=0.75
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Loi binomiale 3

Remarque 7.1 Le cas particulier de la loi binomiale avec parametre n = 1 et 7 est a
la base de plusieurs modélisation. Il est aussi connu comme étant la loi de Bernoulli ou
expérience de Bernoulli.

La notion de succes et d’échec dans le cadre d’une loi binomiale est purement arbitraire.
\ Ainsi, le fait qu’une nouvelle entreprise ne passe pas le cap de la premiére année peut

étre qualifié de succes si on s’intéresse au nombre de fermetures tout comme le fait

qu’un employé ne soit pas présent au travail une certaine journée peut étre un succes si
L on veut étudier le taux d’absentéisme.

Exemple 7.1 % On sait que la probabilité qu'une personne choisie au hasard travaille
dans le domaine de 1’administration ou de la comptabilité est de 1/6. Si on choisit au
hasard 3 personnes, quelle est la probabilité d’avoir au moins 2 personnes sur 3 qui
travaillent dans I’administration ou la comptabilité ?

Solution : Posons X la v.a. qui donne le nombre de personnes sur 3 qui travaillent dans
I’administration ou la comptabilité, X ~ Bin (3,1/6). On cherche Pr (X > 2) :

Pr (X > 2) z Jg)) E%f)(;o’)@)“
(GG 6

) 1

J N E -2
= 72+216 7.4074 x 10

= 0.0741

Exemple 7.2 Y Dans une entreprise les ressources humaines font passer une entrevue
préliminaire aux candidats et on sait par expérience que seulement 50% passent au
travers de ce premier tri. Quelle est la probabilité que sur 5 candidats, il y en ait 4 ou
plus qui passent la premiére entrevue ?

Solution : Posons X la v.a. qui donne le nombre de candidats sur 5 qui passent la
premiére entrevue, X ~ Bin (5,1/2) et on cherche Pr (X > 4):

l Pr(X >4) = f(4)+f(f) 1 .
DG G)+6)6)
3

16
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4  Chapter 7 Lois de probabilité

Exemple 7.3 Les données disponibles sur la survie des entreprises démontrent que les
nouvelles entreprises du domaine des communications ont une probabilité de passer le
cap des 2 ans de 0.20. Si 10 entreprises se sont implantées, quelle est la probabilité
d’avoir au moins 4 «survivantes» apres 2 ans ?

Solution : Posons X la v.a. qui donne le nombre d’entreprises qui passent le cap des
deux ans. C’est une v.a. de loi Bin (10,0.2) et on cherche Pr (X > 4). Or

‘ 3
\ Pr(X >4) = 1—Pr(X<4):1—ZfX(:E)
« =0
3
< = 1-> (f’) (0.2)" (0.8)""7°
=0

1-.87913 = .12087

Exemple 7.4 Y Dans 1’exemple précédant, si on sait qu’une entreprise en communi-
cation qui passe le cap des 2 ans a une probabilité de 2/3 de devenir une grande entre-
prise(plus de 50 employés), quelle est la probabilité d obtenir 4 grandes entreprises en
communication sur les 10 qui se sont implantées ?

Solution : Posons X la v.a. qui donne le nombre d’entreprises sur 10 qui se transforment
en une grande entreprise. C’est une v.a. de loi Bin (10,7), ou 7 est la probabilité
qu’une nouvelle entreprise en communication se transforme en une grande entreprise.

Pour que la nouvelle entreprise devienne une grande entreprise, il faut qu’elle survive
deux ans (disons 1’événement A) et qu’elle se transforme en grande une entreprise (dis-
ons 1'événement B). Or

m = Pr(ANB)=Pr(A)Pr(B|A)
_ 22_2
103 15

puisque la probabilité de passer le cap des 2 ans est de 0.2 par le probleme précédant
et que la donnée du probleme donne Pr (B | A) = 2/3.

On a donc X ~ Bin(10, %) et on cherche Pr (X > 4). Or
3

Pr(X>4) = 1-Pr(X<4)=1-> fx(z)

()6

1—.96596 = .03404

Remarque 7.2 Pour qu’une variable aléatoire suive une loi binomiale, il faut que le
nombre de répétitions de 1’ expérience soit fixé a priori. De plus, les expériences doivent
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Loi binomiale 5

étre indépendantes c’est-a-dire que le résultat d'une des expériences n’affecte en aucune
facon les autres.

Considérons 1’exemple d’une population de 120 entreprises d un certain secteur et sup-
posons que sur ce nombre il y en a 51 qui sont conformes a la norme ISO 9200. Une
expérience aléatoire consiste a prendre 15 entreprises au hasard parmi les 120. On veut

: évaluer la probabilité qu’il y ait au moins 8 entreprises parmi les 15 qui sont conformes

\\ a la norme ISO 9200. Méme si on répete 15 fois 1’expérience consistant a choisir une
entreprise, ce ne sont pas des expériences indépendantes : il n’y a que 120 entreprises et
chaque fois qu’une entreprise est choisie & un tirage cela affecte la probabilité au tirage
suivant.

Exemple 7.5 % Un transporteur aérien doit remplir un avion de 330 places. Il vend
340 billets en sachant qu’il y a une probabilité de 2.5% qu’un passager ne se présente
pas.

Solution : Posons X la v.a. qui donne le nombre de passagers qui se présenteront sur
les 340 billets vendus. On a X ~ Bin (340, 0.975).

Cela veut dire qu’en moyenne il y aura 340 * 0.975 = 331.5 passagers par vol. En
moyenne il y aura 1.5 passagers qui n’auront pas de place.

Comme passager on peut vouloir connaitre la probabilité qu’il manque de place. Cela
s’exprime par Pr (X > 330) et en utilisant la formule!

Pr(X >330) = f(331)+ f(332)+---+ f(340)
B 340 331 340331
= (331) 0.975°°" (0.025) +
= 0.65381

Exemple 7.6 % Dans un programme universitaire il y a 30% des étudiants qui dé-
passent le temps prévu pour terminer le programme et 10% qui terminent au moins une
session avant la fin du temps prévu. On sait que 3% des étudiants qui dépassent le temps
ont une cote générale "A", que 20% de ceux qui finissent exactement dans les temps ont
cette cote et que ce taux devient 50% pour ceux qui finissent avant. Sur une cohorte de
15 étudiants dans le programme quelle est la probabilité qu’il y ait au moins 4 étudiants
avec la cote générale "A" ?

. Solution : Considérons la v.a. X qui donne le nombre d’étudiants sur 15 qui auront la
cote générale "A". C’est une v.a. qui admet une loi binomiale de parametres n = 15 et
7 : la probabilité qu'un étudiant au hasard obtienne cette cote. On cherche Pr (X > 4).
Pour utiliser la fonction de probabilité de la loi binomiale il faut déterminer la valeur
du parametre 7.

' Ce calcul peut se faire a la calculatrice mais il est plus simple et surtout plus rapide d’utiliser un logiciel

comme EXCEL.
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Loi de Poisson

Chapter 7 Lois de probabilité

Si on pose Bj : "un étudiant dépasse le temps prévu”, Bs : "un étudiant termine exacte-
ment dans les délais, Bs un étudiant dépasse le temps prévu et A : "obtient la cote A".
L'’utilisation de la premiere régle de Bayes permet d’obtenir 7 = 0.179. On a alors

Pr(X>4) = 1-Pr(X<4)
= 1-(fO+fD+F2)+/3))
ou f () = (*7) 0.179% (1 —0.179)"° "

L’application de la formule donne

£(0) = 5B x 0.179° x 0.82115 = 5.1898 x 1072
f(1) =5 x 0.179! x 0.821 = 0.169 73
f(2) = 524 x 0.179% x 0.821'3 = 0.25903
£ (3) = 5128 x 0.179% x 0.82112 = 0.244 73

et ainsi la probabilité recherchée est
Pr(X >4)=0.27461

La loi de Poisson ou modele de Poisson permet la modélisation de 1’observation d’un
phénomene qui produit des événements a un rythme connu. On s’intéresse a I’observation
d’événements et on suppose

1. un seul événement arrive a la fois

2. le nombre d’événements se produisant ne dépend que du temps de 1’observation

3. les événements sont indépendants

nombre d'événements

| x ¥ ox ox 1 .
L

Observation temps

Considérons X la v.a. qui donne le nombre d’événements observés dans une unité de
temps.

On a alors un phénomene de Poisson et la variable aléatoire qui donne le nombre
d’événements par unité de temps suit une loi de Poisson, notée X ~ P (\), ou A est
le nombre moyen d’événements par unité de temps.

Copyright © 2014, PAF-1010 UQTR. Tous droits réservés.
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Loi de Poisson 7

Les valeurs possibles de la variable aléatoire sont
Sx ={0,1,2,...}
et la loi de probabilité est donnée par
A\ T
fx (2) = —

ou e et la fonction exponentielle au point 1 : e ~2,71828. Les principales caractéris-

pourx =0,1,2,...

tiques numériques sont :
Moyenne: E(X) =\
Variance:  Var (X) = A
Ecart type : VA

Voici la représentation graphique de la distribution de Poisson pour quelques valeurs de
A

Lois de Poisson

lambda=1

+  lambda=d

o4 X lambda=8
©  lambda=15

fonction de probabilité
02
v
|
+

Exemple 7.7 Dans le ciel au mois d’aoft il y a en moyenne 1000 étoiles filantes
dans I’espace d'une heure.

Quelle est la probabilité d’en voir plus de 10 en 1 minute ?

Solution : Posons X la v.a. qui donne le nombre d’étoiles filantes en 1 min, X ~ P (\),
ol1 A est le nombre moyen d’étoiles en 1 min. Puisque le monbre moyen est proportionnel
au temps,

A =1000/60 = 16.667
On cherche Pr (X > 10). Or

Pr(X >10) = 1-Pr(X <10)
10 10 _16.667 @
e 16.667
- 1Y r@=Y il )
=0 =0 :
e~ 10667 (16.667)" e~ 10657 (16.667)"
= 1- i + T +

= 1-5.7328 x 1072
Donc Pr(X > 10) = .94267

Copyright © 2014, PAF-1010 UQTR. Tous droits réservés.




8 Chapter 7 Lois de probabilité

Exemple 7.8 % Dans une banque les clients arrivent a une fréquence moyenne de 10
par heure.

e Quelle est la probabilité qu’il y ait plus de 2 clients en 10 min ?
Solution : Si on suppose que les clients arrivent indépendamment les uns des autres
et que la moyenne est constante, la v.a. X qui donne le nombre de clients en 10 min
suit une loi P (), ol1 A est le nombre moyen en 10 min., A = $010 = 12,

\ On cherche Pr (X > 2). Ona
- Pr(X>2) = 1-Pr(X<2)
) = 1-(f(O)+f(Q)+f(2)
e10/6 (10/6)°  e=10/6 (10/6)" e~ 10/6 (10/6)>
= 1- ( ol + 1 + 21
73 _s
= 1- Ee 3

D’oit Pr (X >2) = 1—0.766 = . 234.

e Quelle est la probabilité qu’il n’y ait aucun client dans une période de 5 min. ?
Solution : Posons X la v.a. qui donne le nombre de clients pour 5 min, X ~ P (\),

ou A est le nombre moyen de clients en 5 min.,, A = %5 = %. On cherche
Pr(X =0):
e (3)°
Pr(X =0)=f(0) = Tﬁ =.4346

Exemple 7.9 % Une composante électronique produit en moyenne 1 erreur par 100
000hres. Quelle est la probabilité d'une erreur si la piece fonctionne 20 000 hres ?

Solution : Posons X la v.a. qui donne le nombre d’erreurs sur 20 000hres de fonc-
tionnement, X ~ P (\), ou A est le nombre moyen d’erreurs en 20 000hres, A =
Wlo(mQOOOO = % On cherche Pr (X > 1) puisqu’on veut en réalité la probabilité
d’une erreur ou plus. Or

Pr(X>1) = 1-Pr(X=0)
e /% (1/5)°

= 1—T=.18127

Exemple 7.10 % Soit X la v.a. qui donne le nombre de personnes qui se présentent a
I’'urgence durant une heure. Si on sait qu’il y a en moyenne 5 patients a 1’heure alors
X ~ P ()\), ou A = 5. La probabilité d’avoir plus de 3 patients est de

o0

oo AZE
Pr(X >3)= ;fx (x) = ;e_AE

Analyse quantitative de probléemes de gestion
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Loi de Poisson 9

Or cette somme est longue a calculer et il est préférable de faire
x
A

3
Pr(X>3) = 1-Pr(X<3)=1-) e =
z=0 :

3 5535
1— Ze = 0.73497
=0

\ soit de presque 74%

Remarque 7.3 Laloi de Poisson permet de modéliser des phénomemes rares lorsqu’on
peut connaitre la moyenne pour un laps de temps relativement grand. Elle peut ainsi
servir 2 modéliser le nombre de cas d'une maladie rare dans une grande population,
le nombre d’homicides par année dans une ville de grandeur moyenne, le nombre de
personnes ayant un certain profil génétique dans une population, etc.

Exemple 7.11 s Un cancer rare fait en moyenne 5 victimes par années au Québec.
Quel est la probabilité que ce cancer fasse plus de 8 victimes en 2009 ?

Solution : Soit la v.a. X le nombre de cancer au Québec en 2009. On est en présence
d’un événement rare dont la loi est Poisson de parametre A = 5. On cherche Pr (X > 8).
Cette v.a. suit une loi de Poisson de paramétre A\ = 5 et ainsi

Pr(X > 8) Ze_)‘)\—

= 1-Pr(X<8)
: 55:v 2
= 1—2_;e E:6.8094=><10

Remarque 7.4 Une autre utilisation de la loi de Poisson est de modéliser les événe-
ments par unité de longueur, de surface, de volume, etc. Pour ce qui est de la surface,
on ne regarde pas le temps d’observation mais la surface d’observation et le nombre
d’événements observés doit étre directement proportionnel a la surface.

Exemple 7.12 ¥ La "badwater road" est une route qui traverse la vallée de la mort en
Californie. La température durant le mois de juillet donne une moyenne maximale de
47°C le jour et ainsi plusieurs autos tombent en panne durant la traversée. Sur les 45.2
miles il y a en moyenne 5.2 pannes par jour au mois de juillet. Une garage a un contrat

Analyse quantitative de probléemes de gestion
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10 Chapter 7 Lois de probabilité

d’exclusivité pour la moitié nord de cette route. Pour établir le personnel et le nombre
de dépanneuses qu’il devra affecter a cette tache il veut calculer la probabilité qu’il y
ait plus de 4 pannes dans une journée sur son territoire.

Solution : Soit X la variable aléatoire qui donne le nombre de pannes sur le territoire
du garagiste, X ~ P (\), ou A est le nombre de panne moyen sur cette section de la
route. Comme cela représente la moitié de la route totale alors A = 5.2/2 = 2.6. On

\ cherche Pr(X > 4) :
) Pr(X>4) = 1-Pr(X <4)
4 4 .—269 g
e “"2.6
s = T

0.12258

Exemple 7.13 s % % Dans la forét tropicale amazonienne il y a en moyenne 0.2 bois
serpents (Marmoroxylon racemosum) par ha. C’est un arbre rare qui est trés recherché
pour la fabrication de bijoux et d’objets décoratifs.

Un exploitant forestier explore 10 ha par jour a la recherche de cet arbre et son exploita-
tion est rentable s’il y a au moins 3 jours par semaine (5 jours) pour lesquels il trouve
au moins un bois serpent. Quelle est la probabilité que son exploitation soit rentable ?

Solution : Posons X la v.a. qui donne le nombre de jours dans une semaine pour
lesquels 1'exploitant trouve un bois serpent, X ~ Bin (5, 7), ou 7 est la probabilité de
trouver au moins un bois serpent dans une région de 10 ha. On cherche Pr (X > 3).

Pour déterminer 7, on considére Y la v.a. qui donne le nombre de bois serpents dans une
région de 10 ha. Puisqu’il y a en moyenne 0.2 arbres par ha, il y en aura en moyenne 2
par 10 ha.

Lav.a. Y suit une loi P (2) et on veut
7=Pr(Y>1)=1-Pr(Y =0)

On obtient
e=220
T=1—-fy(0)=1- 0l = .86466
On peut alors évaluer Pr (X > 3) : '
Pr(X>3) = fx(3)+/fx4)+fx(5)
S = <5> (.86466)% (1 — .86466)" "
S| ’
@ 5 4 1
S +( ) (-86466)" (1 — . 864.66)
a
5 5 ;
3 +<5> (. 864 66)
(=%
o3 = .97997
- 2
(=
- £
1 =
L o
< >
ot
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Loi uniforme U (a,b) 11

Loi uniforme U (a,b)

Considérons une v.a. de support (a,b) telle que les résultats sont tous aussi probables
les uns que les autres. La v.a. une distribution uniforme de paramétres a et b, notée
X ~ U (a,b). Le support est Sx = (a, b) et la densité est

\ o) = 1

siz € (a,b)

Les principales caractéristiques numériques sont :

Moyenne: E (X) = (a+b)/2
» Variance :  Var (X) = 35 (a — b)°
. _ b—
Ecarttype: VA = \/—1%
‘ La probabilité est facile a évaluer puisque la fonction a la forme suivante
£03
0.2
0.1
0.0 1 + f ' f ' f i
0 1 2 3 4
X

La valeur de la probabilité que la v.a. soit entre 1 et 2 est 1’aire sous la courbe c’est-a-dire
(2-1)x1/3=1/3.

Exemple 7.14 %A une station de métro il y a une rame qui passe a toutes les 10
minutes exactement. Un client qui se présente a la station sans regarder 1'heure devra
attendre combien de temps ?

Solution : Posons X la v.a. qui donne le temps d’attente en minutes avant la prochaine
rame, X ~ U (0,10). Prenons quelques exemples :

e Si on veut la probabilité que le temps d’attente soit de moins de 2 min, il suffit
d’évaluer la surface sous la courbe c’est-a-dire la surface du rectangle de base
(2 — 0) = 2 et de hauteur 7. On obtient alors

1
Pr(X<2)=2—=02
o Si on veut la probabilité que le temps d’attente soit entre 4 et 7 min alors

1
l Prid< X <7)=(7-4) 15 =03

Exemple 7.15 s Une centrifugeuse contient une piéce électronique peu fiable qui brise
soudainement sans signes précurseurs. De plus, le bris n’est pas détectable sans 1’aide

Analyse quantitative de probléemes de gestion
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12 Chapter 7 Lois de probabilité

d’un technicien puisque la machine fonctionne toujours mais avec une précision moin-
dre. Les inspections de la machine par un technicien se font aux 6 mois. Lors d’une in-
spection le technicien diagnostique un bris de la piece, quelle est la probabilité d’avoir
utilisé une machine peu fiable plus de 2 mois ?

Solution : Puisque la piece est défectueuse lors de 1'inspection, c’est que la panne a
eu lieu depuis la derniere inspection. Toutes les possibilités sont également probables

\ et ainsi la v.a. qui donne le temps d’utilisation en mois de la machine avec la piece
défectueuse suit une loi uniforme de parametres 0 et 6, X ~ U (0,6). On cherche
Pr(X >2):
1 2

Loi exponentielle

La loi exponentielle donne le temps d’attente avant un événement lorsque le processus
est régi par une loi de Poisson. Dans le cas de la loi de Poisson la variable aléatoire était
le nombre d’événements tandis que dans la loi exponentielle c’est le temps d’attente
avant le premier événement. Il est a noter que le nombre d’événements est une v.a.

discrete tandis que le temps d’attente est une variable aléatoire continue.

La variable aléatoire qui donne le temps d’attente avant la premicre apparition d’un
phénomene de Poisson est une loi exponentielle de parameétre A=temp moyen et sa den-
sité est donnée par

1
fx (x) = Xe_w/’\ pour 0 < z < oo

La probabilité Pr (X < t) est donnée par
1— e—t/)\

La moyenne est \ et la variance est \?

Lois exponentielles

fonction de probabilité

PAF-1010
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Loi exponentielle 13

Exemple 7.16 Y% L’exemple classique est le temps d’attente avant de voir une pre-
miere étoile filante dans le ciel dans la période des Perséides. Le phénomene "nombre
de phénomenes observés" est une loi de Poisson tandis que le temps d’attente dans la
méme unité de mesure est une loi exponentielle. S’il y a en moyenne 5 étoiles filantes a
I’heure, le temps d’attente en heures avant d’en voir une est de 1/5 heures. La proba-
bilité d’attendre plus de 2 heures est

<1
X Pr(Y >2)= / —e " Adx = 4.5400 x 107°
. 9 A
soit approximativement 0.
" En utilisant directement la formule donnée ci-haut on obtient
: Pr(Y>2) = 1-Pr(Y <2)

1—(1—e2%) =4.5400 x 107°

Exemple 7.17 %Il y a un tremblement de terre majeur en moyenne aux 150 ans au
Québec. Quelle est la probabilité qu’il y ait un tremblement de terre majeur dans les
prochaines 30 années ?

Solution : On est en présence d’une v.a. X qui donne le temps d’attente en année avant
un premier événement. Comme il y a en moyenne un tremblement de terre par 150 ans
il y a 1/150 tremblements de terre en moyenne par année. Ona X ~ Ezp (1/150) et
ainsi

Pr(X < 30) = (1 - e*%) = 0.18127

Exemple 7.18 % La loi exponentielle est aussi une loi permettant de modéliser le
temps de vie d’une composante électronique. Une montre digitale a une durée de vie
moyenne de 100000 heures. Quelle est la probabilité qu’elle ne fonctionne plus apres 5
ans ?

Solution : Posons X la v.a. qui donne la durée de vie en années d une montre digitale,
on a une exponentielle de parametre

A =100000/24/365.25 = 11.408
OnaPr(X <5) = (1— e %/11408) = 0.35486.

Remarque 7.5 [l existe une autre définition de la loi exponentielle en relation avec la
loi de Poisson. Soit A le nombre moyen d’événements dans un temps ¢, la loi exponen-
tielle est donné par la densité

f(z)=Xe * pourz >0
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14  Chapter 7 Lois de probabilité

On a alors une moyenne de 1/\. Cette définition est cohérente avec celle donnée plus
haut, c’est le parametre A qui a une définition différente. Les auteurs se partagent égale-
ment entre une ou 1’autre des notations. Il faut donc faire particulierement attention a
la définition du parametre A que donne un auteur en particulier pour cette loi.

\ Loi Normale N (p, 0?)

al La loi normale est trés importante en statistique : plusieurs phénomeénes ont une loi de
probabilité trés proche de la loi normale, suffisamment proche pour utiliser cette derniére
pour les modéliser. De plus, elle est souvent utilisée pour faire des approximations dans
le domaine de I’estimation et des tests d’hypothéses.

Une v.a. X dont le support est (—oo, 00) et dont la fonction de densité est donnée par

_ 1 1(z— p)*
o ]

suit une loi normale de moyenne p et de variance o2, notée X ~ N (,u, 02). La densité

a la forme suivante

La normalité ne correspond généralement pas a une expérience aléatoire type, il faut la
supposer a priori.

Il n’est pas possible de calculer “analytiquement” la probabilité pour une loi normale
et d’obtenir une formule pour calculer directement la probabilité comme dans le cas de

certaines lois mais il y a quelques propriétés de la loi normale qui sont tres utiles.
e SiX ~ N (p,0?) alors pour a une cte, la v.a. aX ~ N (ap, a*0?)

l e SiX ~ N (u,02)alorslava. Z= 2% suitune loi N (0, 1)

(e
e Si Xy ~ N(py,0%) et Xo ~ N (uy,03) alors X1 + Xo suit une loi normale de
moyenne = [y + fo. Side plus X; et Xo sont des v.a. indépendantes alors la
variance de X; + X» est donnée par 0% = o + o3.

La deuxi¢me propriété est en fait une application de la premiére mais on en fait un
cas particulier parce qu’elle est la base pour effectuer des calculs de probabilité. Cela

Analyse quantitative de probléemes de gestion
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Loi Normale N (u,0%) 15

s’interprete de la fagon suivante : il est toujours possible de ramener le calcul d’une
probabilité pour une loi N (,0?) au calcul d’une probabilité pour une loi N (0,1).
Autrement dit il suffit de pouvoir calculer une probabilité sur une v.a. de loi N (0,1)
pour pouvoir calculer une probabilité pour une normale quelconque.

Pour ramener un calcul général sur une N (0,1) il fait en plus de modifier la variable
\ aléatoire modifier les événements. Si a et b représentent des valeurs réelles positives et

X une v.a. alors on a les équivalences suivantes

_ aX _ azx
J - X=z+= % =9
- X<zt

- X<z s>
- <X <de= e cad
- <X <de=s >
La technique utilisée pour évaluer une probabilité sur une v.a. de loi normale est de faire

une transformation pour obtenir une loi normale de moyenne 0 et de variance 1 puis
d’établir la probabilité a 1’aide d’une table des probabilités pour la loi N (0, 1).

Evaluation des probabilités : N(0,1)

La premiere étape est de pouvoir obtenir toutes les probabilités pour une N (0, 1) pour
ensuite étre en mesure de calculer les probabilités sur une loi normale de moyenne et de

variance quelconques.

Puisque la forme analytique de I’intégrale définissant les probabilités de la loi N (0, 1)

n’existe pas le principe de la table est de donner la probabilité pour toutes les possibilités.

Cela serait évidemment trés long, une solution raisonnable est de donner les probabil-
ités que pour quelques valeurs de x qui couvrent I’ensemble des possibilités utiles en

pratique. Plusieurs format de tables sont disponibles, celle que nous utiliserons donne
l Pr(Z < z) pour Z ~ N (0,1) et toutes les valeurs de = plus grandes que 0 avec une

précision sur x de deux décimales.

Dans cette table les lignes donnent les deux premiers chiffres significatifs du point z et
la colonne donne le dernier chiffre significatif (la deuxiéme décimale). Cela est illustré
par le graphique au dessus de la table qui montre la probabilité donnée dans la tables

=}
2
25
i
[<¥]
=74}
o
s
158)
a
E
:9
=
3]
L
a
w
o
L)
i)
5
2]
=
=
c
m
i
&
]
v
=
22}
c
L=

PAF-1010

Copyright © 2014, PAF-1010 UQTR. Tous droits réserves,




16 Chapter 7 Lois de probabilité

comme une zone hachurée :

TABLE DE LA LOI NORMALE

z 4.00 0,01 .02 0.03 0.04 8.05 0,06 0.07 0.08 0.09
f" @ 0.5 0.504 0.503 0.512 8.516 0.5189 0..5239 2.5279 ¢.5319 G.5359
9.1 | n,5398 0.5438 G.5578 0.5517 0.5557 J.5596 0.5636 0.5675 G.5714 0.5753
0.2 | 0.5753 0.5832 0.56871 0.551 0.55948 0.5987 0.60286 0.c064 0.6103 0.5131
0.3 | 0.86179 0.6Z17 06255 0.6293 0.6331 8.6368 0.6406 0.6443 0.648 06517
0.4 | D.6553 0.8581 0.6628 0.6664 0.67 G.6736 0.8772 0.6808 0.66844 0.6879
0.5 | D.6915 0.655 GoE285 G.701S 07054 0.7088 D:IT123 07157 718 L} SR o
0.€ | D.T257 0.7281 0.7324 0.73587 0.7388 0.7422 0.7454 0.748€ 0.7517 0.75489
a.3 | 758 I3 g T 0.7642 0.7673 G.7704 07734 0.77e4 8.7754 B FBE3 G852
0.8 | D.7881 0.7591 0.75938 0.7867 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 ¢.8106 0.8133
0.9 | 0,8155 0.818e 0.8212 0,8238 0,.8284 0.8288% 0.8315 0.834 0.8365 0.8388
1 {.8413 0.8438 0.EB4el 0,B485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 ¢.3599 0.8621

151 | DL 8643 0.8665 G.B68E 0.8708 028728 08749 0877 DLBTS O.8E81 0.883
1.2 | D.B849 0.8E869 0.BEB88 0.B8907 0.B825 0.8944 0.8962 0.8598 0.8987 0.8015
133 || 053032 0.59048 0.9066 0.9082 g.509% Bog8115 08131 0.59147 Bo8162 B BETT
1.4 | D.8192 D.9207 09222 0.923% 0.9251 0.9265 0.9278 #.9252 0.9306 0:8319
1.5 | D.,8332 0.9345 0.9357 4,837 0.9382 6.9394 0.5406 0.9418 0.9429 0.594491
1.6 | 0.8452 0.9463 B.9%74 0.9484 0.94585 05505 09515 09525 0.8535 0.8545

Voici quelques exemples d’utilisation de cette table selon la probabilité recherchée :

o Pr(Z <uz)siz > 0: il faut lire directement la probabilité dans la table. Si z =
1.13, il faut se rendre a la ligne 1.1 puis a la colonne 0.03 pour obtenir :

Pr(Z < z)=0.8708
On a exactement le graphique illustré au dessus de la table.
e Pr(Z > x)siz > 0: onutilise la complémentarité pour obtenir
Pr(Z>2z)=1-Pr(Z<zx)
Siz = 0.68 alors
Pr(Z>xz)=1-Pr(Z<z)=1-0.751
l Voici le graphique illustrant la probabilité recherchée :

1-Pr(X>x)
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Loi Normale N (u,0?) 17

e Pr(Z <uz)siz < 0: on utilise le fait que la loi est symétrique par rapport a 0 et
ainsi
Pr(Z<z)=Pr(Z > —x)
Sixz = —2.15 alors
Pr(Z<axz)=Pr(Z>-2)=1-Pr(Z < —z)=1-0.9842
Voici I’illustration graphique du concept :

£ =

e Pr(Z > z)siz <0:onutilise le complémentaire et ainsi
Pr(Z>z)=Pr(Z < —x)

—

e Pr(a < Z <b)poura < b: ondécompose cette probabilité pour obtenir
Pra<Z<b)=Pr(Z<b)—Pr(Z<a)

Le calcul d’une probabilité sur une v.a. de loi IV (0,1) est trés technique et un bon en-
trainement est nécessaire pour effectuer ce calcul rapidement sans faire d’erreurs. Une
bonne pratique est de faire le graphique qui illustre la fonction de densité de la loi nor-

male et la portion de la surface qui correspond a la probabilité recherchée. En comparant

ce graphique a celui que donne la table, il est facile de faire le calcul.

Remarque 7.6 La table donne les probabilités pour les valeurs plus petites ou égales
2 3.59. Or on constate que pour cette valeur on obtient 0.999 8 pour la probabilité que
la v.a. soit plus petite ou égale a ce point. Dans la majorité des problemes on pourra
considérer que cela correspond ~ 1. Si un probleme demande plus de précision il faudra
alors trouver un logiciel permettant de faire ce calcul. Excel par exemple a une fonction
qui calcule les probabilités pour une loi normale avec plus de précision que la table.
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18 Chapter 7 Lois de probabilité
Exemple 7.19 s Considérons Z une v.a. de loi N (0, 1), évaluer

Pr(Z > 2) Pr(1< Z < 1.5)

Pr(Z < -2) Pr(l1<Z<1.5)

Pr(2< 2) Pr(-15<Z<-1)
Pr(-2<Z<2) Pr(-1l5<2Z<1)

Pr(0.5 > Z2)
Pr(Z < —0.50u Z > 0.5)
5 Pr(Z < —-0.5etZ > 0.5)
Pr(Z > 3.6)

Solution :

0.02275 9.1848 x 1072 0.308 54
0.02275 9.1848 x 1072 0.61708
0.02275 9.1848 x 1072 0
0.9545 0.774 54 ~0

Evaluation des probabilités : N(;,02)

Lorsque la loi est une normale de moyenne et variance quelconques, il faut utiliser les
propriétés de la loi normale pour transformer la v.a. en une N (0,1) puis utiliser les

techniques décrites ci-haut.

2

Si une v.a. X admet une distribution normale avec une moyenne p et une variance o
quelconque, le calcul d’une probabilité sur cette v.a. passe par une transformation pour
l obtenir une probabilité sur une loi N (0, 1) :

X - T —
Pr(X <z) = Pr<—“ < —“)

g g

- Pr<Z<u>
o

ou Z estune v.a. de loi N (0, 1). Puisque (z — p) /o est un nombre, il suffit de regarder
dans la table de probabilité de la loi normale N (0, 1).
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Loi Normale N (u,0%) 19

Considérons X ~ N (10, 6) alors si on cherche? Pr (5 < X < 11) :

5—-10 X —-10 11-10
Pro<X <1l) = Pr < <
( : <5<t )
-1 11-1
= Pr<u<Z< 0>2P1"(—2.O<Z<O.41)

V6 V6
= 0.63635
\ ou Z estune v.a. N (0,1).
I Exemple 7.20 % Un chercheur veut étudier le QI d’une population. L’expérience dans

le domaine montre que la v.a. qui donne le QI d’un individu de la population est une
v.a. de loi N (100, 100), quelle est la probabilité d’ observer un individu ayant un QI de
plus de 120 ?

Solution : En posant X la v.a. qui donne le QI, ona X ~ N (100, 100) et on cherche

Pr (X > 120).
Or
Pr(X >120) = Pr(X — 100> 120 —100)
_ pr X—100> 120 — 100
B 10 10
= Pr(Z>¥):Pr(2>2)

en posant Z = (X — 120) /10. Puisque X ~ N (100, 100) alors Z ~ N (0,1). On
peut alors évaluer Pr (Z > 2) al’aide de la table de la loi normale :
Pr(Z>2)=1-Pr(Z2<2)=1-0.9772=.0228

Exemple 7.21 % (Suite) On veut évaluer la probabilité qu'un individu ait un QI qui
se retrouve dans un écart de moins de 10 de la moyenne.

Solution : En considérant la v.a. définie a1’ exemple précédant, on cherche Pr (90 < X < 110)
puisque la moyenne étant de 100, étre & un écart de moins de 10 signifie étre entre 90 et
110. On obtient

Pr(90 < X < 110) = Pr(

10 10 10
-1
Pr (—1.0 < u < 1.0)

90 -100 X —100 110 - 100)
< <

10
= Pr(-1.0<Z<10)
ou Z ~ N (0,1). Dans la table on trouve Pr(—1 < Z < 1) = 0.682 69.

2 Dans certains cas il est possible que la valeur de la probabilité soit un peu différente dans les notes de

cours que celles obtenues avec la table que vous utilisez. Cela provient du fait que certaines tables sont plus
précises que d’autres et que les notes ont été élaborées avec un logiciel qui effectue le calcul avec un peu plus
de précision qu’une table standard.

Analyse quantitative de probléemes de gestion
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20 Chapter 7 Lois de probabilité

Exemple 7.22 % (Suite)Supposons que le chercheur tire au hasard 10 personnes de
la population, quelle est la probabilité d’observer plus de 3 personnes ayant un QI de
plus de 110 ?

Solution : Posons X le nombre de personnes ayant un QI de plus de 110 parmi les 10

tirés au hasard. Ona X ~ Bin (10, 7), ou 7 est la probabilité qu une personne tirée au
: hasard ait un QI de plus de 110. On cherche Pr (X > 3). Pour évaluer cette probabilité,
\ on doit connaitre 7.

Posons Y la v.a. qui donne le QI d’une personne tirée au hasard, Y ~ N (100, 100)

etp = Pr(Y >110) = Pr(y_l—éoo>%_0100). En posant Z = XI—SOO,onaZ ~

L N(0,1)etmr=Pr(Z >1)=1-0.8413 = 0.158 7 directement dans la table.
On peut maintenant évaluer Pr (X > 3) = 1 — Pr(X < 3) et puisque X est une v.a.
‘ binomiale
PrX<3) = fO+/M)+f2)+f0B)
°. /10
= > < ) (.1587)" (1 —.1587)'0°"
=0 r
= .9402

La probabilité recherchée est Pr (X > 3) =1 — 0.9402 = .0598

Exemple 7.23 % Un économiste prédit que le prix de 1’essence en été suivra une nor-
male N (80, 144). On veut obtenir la probabilité que 1’essence soit moins de 78 cents.

Solution : Posons X la v.a. qui donne le prix de 1’essence, on cherche Pr (X < 78) :

X — _
Pr(X<78):Pr< 8018 80>:Pr(Z<—1/6)

12 < 12
ol Z est une v.a. de loi N (0,1). Or d’apres la table de la loi normale
Pr(Z<-1/6) = Pr(Z<-.16667) ~Pr(Z < —.17)
= 1-Pr(Z<0.17)
= 1-.56749 =.43251

Exemple 7.24 % % En reprenant le méme exemple, on cherche la limite telle que la
l probabilité d’avoir un prix plus petit est de 20%.

Solution : On a X ~ N (80,144) par hypothése et on veut la valeur c¢ telle que
Pr(X <e¢)=0.2.0na

12 < 12

c— 80
= Pr(Z
r( < 12)

Pr(X<e) = Pr<X_80 6_80>
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Approximation de la loi Bin (n,7) 21

en posant
Z = (X —80)/12
OnaZ ~ N (0,1) et il faut résoudre 1'équation
z — 80
Pr (Z < D ) =0.2
On sait que (z — 80) /12 sera une valeur négative puisque la probabilité demandée est
plus petite que 0.5 et ainsi on cherche

Pr(Zg—x_80

>:1—0.2:O.8

Dans la table on observe

ce qui veut dire que ¢ < 69.92. On peut donc dire que ¢ ~ 70

Approximation de la loi Bin (n, )

La loi binomiale demande une somme de calcul assez considérable si le nombre de
répétitions est grand. Considérons 1’exemple suivant ; un chercheur veut étudier 1’effet
d’un programme de formation sur la productivité des comptables. Ce programme devrait
avoir un impact sur les personnes qui ont une productivité de plus de 85 selon le score
normalisé du test de productivité. Pour trouver les "cobayes" il regarde les dossiers de
332 personnes qui ont déja effectuer le test de productivité. Si le score au test suit une
loi normale de paramétres p = 80 et 02 = 144 quelle est la probabilité qu’il y ait plus
de 100 dossiers parmi les 332 qui indiquent un score de plus de 85 ?

On peut répondre a cette question en utilisant une loi binomiale pour modéliser le
nombre de succes et une loi normale pour établir la probabilité de succes (probabilité
d’obtenir un score de plus de 85).

En posant X la v.a. qui donne le nombre dossiers qui indiquent un score de 85 ou plus,
on cherche Pr (X > 100) pour X ~ Bin (332, ), ou 7 est la probabilité qu’un dossier
indique un score de plus de 85. La valeur de 7 est obtenue en considérant Y la v.a.

qui donne le score au test de productivité et par hypothése, Y ~ N (80, 144). On doit
l évaluer 7 = Pr (Y > 85), or

y _ _
Pr(Y >85) = Pr< 80>85 80>

12 12
= Pr(Z > .41667)
ou Z = (Y —80) /12, ce qui implique Z ~ N (0, 1). Par la table de la loi normale, on
obtient
m~1-—0.6628 =.3372
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22 Chapter 7 Lois de probabilité

Il faut maintenant évaluer

Pr(X >100) = 1-Pr(X < 100)
100
332 332—x
= 1- 0.3372)" (1 — 0.3372
> (%) o )

I1 faut faire I’évaluation de 101 probabilités de la loi binimiale. Un logiciel de cal-
\ cul comme EXCEL permet de le faire et on obtiendrait une probabilité proche de .
908 99. 1l existe une méthode plus rapide et qui s’avere parfois plus précise si le nombre

d’évaluations est grand.

Proposition 7.1 Soit X une v.a. de loi Bin (n, ), alors si n est assez grand
1
Pr(XSx):Pr(YS:E—l—é)

ou Y une v.a. de loi N (nm,nm (1 — 1))

Ce résultat indique qu’il est possible d’évaluer des probabilités pour une v.a. binomiale
en utilisant une table de loi normale. On peut réécrire le résultat directement en fonction
de la table de la loi normale :
Pr(X < z) ~ Pr (Zg —x—|—1/2—n7r>
nr(l—m)

ou Z ~ N (0,1). Le terme “assez grand” s’interpréte en fonction de la valeur de .
Si0.1 < 7 < 0.9 alors une taille de n = 20 est suffisante pour une approximation
raisonnable de la probabilité et si 7 < 0.1 il faudra une plus grande taille ,allant jusqu’a
plus de 1000 si la valeur 7 est trés petite.

Remarque 7.7 Le terme "+1/2" est un facteur de correction pour la continuité. Le
fait est qu’en utilisant une loi normale pour effectuer une approximation d'une loi
binomiale il y a un changement de support : la binomiale a comme support Sx =
{0,1,2,...n} tandis que la loi normale a comme support Sx = {—00, c0}.

La distribution discrere de la v.a. originale implique que pour chaque valeur du support
Pr(X = z) > 0 mais dans un contexte de v.a. continue une des propriétés de ces v.a.
l est justement que Pr (X = x) = 0. Pour palier ce probléme on considere la correction
suivante :

1 1
Pr(sz)zPr(x—§§X§m+§>

lorsqu’on utilise la loi normale. Cela permet d’ obtenir une approximation plus pres de
la réalité.
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Points critiques 23

Exemple 7.25 s En reprenant 1’exemple du score de productivité,
Pr (X > 100) 1—Pr(Y <100)
1_pr(z< 100 + 0.5 — 332(0.3372)
1/332(0.3372) (1 — 0.3372)
= 1—-Pr(Z < -1.3293) ~ 0.9082

\ ol Z ~ N (0,1). Ce résultat bien qu’approximatif est tres pres de la valeur calculée
précédemment. En fait il est difficile de dire laquelle est la plus précise.’

12

‘ Points critiques

La loi normale et quelques autres lois continues comme les lois de Student et du khi-
deux sont utilisées pour effectuer des calculs dans le cadre de 1’estimation par intervalle

et pour les tests d’hypothéses*. On les utilisent pour faire le calcul des points critiques :

Définition 7.1 Le point critique de niveau « pour une distribution continue est le point
tel que la probabilité que la variable aléatoire soit plus grande ou égale a ce point est
o.

Loi normale

Prenons une distribution N (0, 1) illustré par le graphique suivant

=3

Point critique de niveau o

le point critique de niveau o pour une loi N (0, 1) est noté z,.

l Pour déterminer ce point on considére Z une variable de loi NV (0, 1) et il suffit de solu-
tionner 1’équation suivante
Pr(Z>z,) =«

3 Le calcul exact fait intervenir ’ordinateur ou la calculatrice et chaque opération est sujette a une petite

approximation qui peut avoir une influence importante sur le total.
4 Sections a voir dans les prochains modules.
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24  Chapter 7 Lois de probabilité

par rapport a z,,. Pour les valeurs « plus petite que 0.5 il suffit de regarder dans la table
de laloi NV (0,1) et déterminer la probabilité qui est la plus proche de 1 — «. Le point

Zo est approximativement égal a la valeur donnée par la ligne et la colonne.

Le point critique de niveau o = 10% pour une N (0, 1) est zp.; ~ 1.28

/

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 .07 0.08
4] 0.5 0.504 0.508 0.5:12 2.51¢ 0.5198 0.5239 0.5279 Gp3Le
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.p714
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.591 0.5948 0.5987 0.€6026 0.6064 0.F103
0.3 | 0.6179 0.6217 0.8255 0.6283 0.8331 0.6368 0.6406 0.6443 0.F48
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.87 0.873¢ 0.6772 0.6808 0.FB844
0.5 | 0.6915 0.695 0.6985 0.7018 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.f19
0.6 | 0.7257 0.7281 0.7324 0.7357 0.7389 0.74z22 0.7454 0.748¢€ 0.f517
0.7 | 0.758 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 C.F823
0.8 |0.7881 0.751 D.7939 0.7967 0.7955 0.8023 0.8051 0.8078 G.plo6
0.9 | 0.8159 0.8188 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.834 0.F3ES
1 0.8413 0.6438 0.84€1 .B485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.p59%
1.1 | 0.8643 0.8¢ES 0.8€8€ 0.8708 0.B729 0.8749 0.B77 0.879
1.2 {on-sn - L geas QoRong g Bc2c Lofadd LoBcgD gaas
1.3 ]| 0.%032 0.9049 0.9066 0.9082 0.909%9 0.9115 0.8131 0.9147
1.4 | 0.91%2 0.9207 0.9222 0.923¢ 0.9251 0.9ZE5 0.8279 0.9292 0.2306

----- 1.5 | 0.9332 0.9345 0.9357 0.937 0.9382 0.9394% 0.9406 0.9418 0.9429
1.6 | 0.9452 0.94¢63 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.8515 0.8525 2.9535

Pour les valeurs « plus grande que 0.5 il faut considérer la symétrie de la distribution par
rapport a 0. On sait que le point sera négatif et que c’est, en valeur absolue, I’équivalent
de z1_q:

Zog = TZ21-«

Exemple 7.26 s Le point critique de niveau 90% est donné par
209 = —201 X —1.28

Remarque 7.8 Certains points critiques sont particulierement importants et partic-
ulierement utilisés. C’est pourquoi les valeurs exactes a 3 décimales sont souvent util-
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Points critiques 25

isées. Ainsi

Z0.1 = 1.28
20.05 = 1.645
z0.025 = 1.96
20.01 — 2.33
\\\ 20.005 = 2.575
/d Loi de Student
‘ La loi de Student a été présentée par W.S. Gosset® au début du XX*®™ siecle. Cette

loi a été définie pour effectuer des calculs d’inférence statistique. On utilise donc la loi
de Student principalement pour évaluer des points critiques. La loi a un seul paramétre
entier appelé "degrés de liberté". La loi de Student a n degrés de liberté est notée ¢,, et
le point critique de niveau o est noté t,,.,.

La forme de la distribution est trés semblables a la loi N (0,1) méme qu’elles sont
identiques si le parameétre n est trés grand. La figure suivante illustre trois distribution
de Student, 5, tog et togo et la distribution NV (0, 1), cette derniére étant représentée avec
un trait gras :

Il n’y a que la loi t5 qui se démarque clairement des autres. On peut aussi "deviner"
l la loi ¢y et il est clair que le trait de la loi normale est trop large pour distinguer la
togo. Sile parametre de la loi de Student est grand, la loi normale peut étre utilisée pour

déterminer les points critiques.

> Larticle qui a pour la premiére fois décrit cette distribution avait comme auteur "Student". En fait ¢’est

W.S. Gosset qui en était I’auteur mais son employeur n’a pas voulu qu’il publie ses résultats. Il a donc choisi
le mon d’emprunt "Student" qui est connu de tous ceux qui font au moins un peu de statistique contrairement
a celui de Gosset.
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26 Chapter 7 Lois de probabilité

La table de Student pour 1’évaluation des probabilités est généralement assez différente
de la table N (0, 1) et pour cause ; il y a un paramétre entier et le seul intérét est dans les
points critiques. Plusieurs formats de tables sont disponibles tout comme dans le cas de
la loi normale. Celui qui a été retenu et assez fréquent et il facilite la lecture des points
critiques pour les intervalles de confiances et les tests d’hypotheses.

\ La table donne les points critiques positifs pour chaque parameétre (en ligne) et pour
quelques probabilités choisies (en colonne) :

TABLE DE LA LOI DE STUDENT

\
[

n\a | 90 % 80 % 70 % 60 % 50 % 40 % 30 % 20 % 10 % 5% 2% 1%

1. 0.1584 0.3249 0.5095 0.7265 1.0000 1.3764 1.9626 3.0777 6.3138 12.7062 31.8205 63.6567
2 0.1421 0.2887 0.4447 056172 0.8165 1.0607 1.3862 1.8BB56 2.9200 4.3027 6.9646 9.9248
3 0.1366 0.2767 0.4242 0.5844 0.7649 0.9785 1,2498 1,6377 2.3534 3.1824 4.5407 5.8409
4 0.1338 0.2707 0.4142 0.5686 0.7407 0,9410 1.1896 1.5332 2.1318 2.7764 3.7469 4.6041
5 0.1322 0.2672 0.4082 0.5594 0.7267 0.9195 1.1558 1.4759 2.0150 2.5706 3.3649 4.0321
6 0.1311 0.2648 0.4043 0.5534 0.7176 0.9057 1.1342 1.4398 1.89432 2.4469 3.1427 3.7074
7 0.1303 0.2632 0.4015 0.5491 0.7111 0.8%60 1.115%2 1.4149 1.8946 2.36406 2.9980 3.4995
8 0.1297 0.2619 0.3995 0.5459 0.7064 0.8889 1.1081 1.3968 1.8595 2.3060 2.8965 3.3554
4 0.1293 0.2610 0.3879 0.5435 0.7027 0.8834 1.099%7 1.3830 1.8331 2.2622 2.8214 3.2498
10 0.1289 0.2602 0.3966 0.5415 0.6998 0.8791 1.0931 1.3722 1.8125 2.2281 2.7638 g R
11 0.1286 0.2596 0.3856 0.5399 0.6974 0.8755 1.0877 1.3634 1.7958 2.2010 2.7181 3.1058
L2 0.1283 0.2590 0.3847 0.5386 0.6855 0.8726 1.0832 1.3562 1.7823 2.1788 2.6810 3.0545
3 0.1281 0.2586 0.3840 0.5375 0.6938 0.8702 1,0795 1.3502 1.7709 2.1604 2.6503 3.0123
14 0.1280 0.2582 3.3933 0.5366 0.6924 0.8681 1.0763 1.3450 1.7613 2.1448 2.6245 2.9768
15 0.1278 0.2579 0.3828 0.5357 0.691z2 0.8662 1.0735 1.3406 1.7531 2.1314 2.6025 2.9467
16 0.1277 0.2576 0.3823 0.5350 0.6901 0.8647 1.0711 1.3368 1.7458 2.1199 2.5835 2.9208
17 0.1276 0.2573 0.3819 0.5344 0.6892 0.8633 1,0690 1.3334 1.7396 2.1098 2.5669 2.8982
18 0.1274 0.2571 esgth 0.5338 0.6884 0.8620 1.0672 1.3304 1,7341 2.1008 2.5524 2.8784
19 0.1274 0.2569 0.3812 0.5333 0.6876 0.8610 1.0655 1.3277 1.7291 2.0930 2,5395 2.8609

Pour des raisons qui deviendront évidentes dans les sections suivantes, les probabilités

correspondent au niveau multiplié par 2. Ainsi pour trouver le point critique de niveau

5% d’une loi g il faut regarder sur la ligne "9" et a la colonne 5%%*2 = 10%. Le point
est 1.8331.

Exemple 7.27 % D’apres la table, t5.0.05 = 2.015 tandis que ¢19,2 59 = 2.2281.
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Points critiques 27

Loi du khi-deux

A Dinstar de la loi de Student, la loi du khi-deux est une loi qui sert a faire des calculs
statistiques sans avoir d’ancrage sur un phénomene naturel. Elle n’a d’intérét que pour
effectuer des calculs de points critiques. Une loi du khi-deux a un parameétre générale-
ment entier appelé degrés de liberté et elle est notée x2 (la lettre grecque khi). Le support
est positif et contrairement aux autres distributions, elle n’est pas symétrique. La figure

suivante illustre les lois X2, X%, et X3o

0.15
0.10
0.05
0.00
0 10 20 30 40
X

La table des probabilités de la loi khi-deux est assez semblable a celle de Student :

le paramétre est donné par la ligne et les points critiques sont donnés pour quelques
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28 Chapter 7 Lois de probabilité

probabilités choisies :

TABLE DE LA LOI KHI-DEUX

i“ e 5% 1% 25% 5% 10% 50% 90 % 95% 975% 9% 995%
1 | o.o04 o 6.001  0.004 0.016 0.455  2.706 3.841 5.024 £.633  7.37%
2 |oi103 0:02 0.051  0.103 0.211 1.386  4.605 5,591 7.378 9.21 10.597
3 |0.352 0.115 0.216 0.352 0.584 Z.386  &.251 7.815 5,348 11.345 12.138
4 |o.711 0.257 0.484 D.711 1.064 3.357 7.778 5.488 11.143 13.277 14.86
5 |1.145 0.554 0.831  1.145 1.61 4.351  ©.23% 11.07 12.833 15.086 16.753
6 | 1.e35 0.872 1.237 1.635 2,204 5.348 10,645 12.592 14,449 16.812 18.543
7 | z.187 1.239 1,68 2.167 2.833 6.346 12.017 14.067 16.013 18.475 20.278
g |z2.733 1.g848 2.18 2.733 3.49 7.344 13.382 15.507 17.535 20.08  21.855
9 |3.325 2.088 z 2.32% 4.168 £.343  14.634 1£.91%  19.023 21.666 23.539
10 | 3.04 2.538 3.247 3.04 4.865 9.342  15.887 18.307 20.483 23.209 25.188
11 | 4.575 3.053 3.816 4.575 5,578 10.341 17.275 19.675 21.92  24.725 26.757
12 | 5.228 3.571 4.404 5.226 6.304 11.34 18.549 21.026 23.337 26.217 2B.3
13 | 5.892 4.107 5.008 5,882 7.042 12.34  18.812 22.362 24.736 27.688 29.819
14 | 6.571 4.68 5.828 E.571 7.7% 13.339 21.084 23.685 26.118 25.141 31.319
15 | 7.261 5.229 6.262  7.281 3.547 14.338 22.307 24.996 27.4B8 30.578 32.801
16 | 7.9862 5.812 6.908  7.962 9.312 15.338 23.542 26.296 23.845 32 34.267

Les colonnes correspondent a la probabilité a droite du point. Ainsi le point critique de
niveau 5% pour une loi khi-deux de paramétre 9, noté x3.9 o5, est donné a intersection
de la ligne 9 et de la colonne "95%". On a donc X3;0_05 = 16.919.

La table de la loi du khi-deux ne vaut que pour le paramétre ayant des valeurs de 1 a
35. Si le paramétre de la khi-deux n’est pas dans la table on utilise une approximation
normale :

2 (za ++/2n — 1)2

nyoa — 2

sin > 30.

Ainsi la valeur 3., ; est approximativement

(201 +VZ*35—1)° (1.28 + v/69)*
2 2
= 45.952

Or selon la table la valeur est exactement 46. 059 ce qui donne une approximation assez
juste (différence de 0.107 sur une valeur de 1’ordre de 46 donc 0.23261%). De plus,
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Résumé 29

I’approximation devient encore plus précise si la taille de I’échantillon augmente.

Les tables de loi de probabilité différent dans leur format d’un auteur a ’autre et il n’y
en a pas une qui a des avantages indéniables.

Pour permettre de s’y retrouver il y a généralement un dessin représentant la distribution
est I’aire correspondant a la probabilité. II suffit de faire un dessin de la surface que 1’on

\ veut pour déduire comment obtenir le point critique.

L Exercices

1. Y Trouver zq.5, 20.05, 20.0055 20.255 20.15> 20.35
2. Y Trouver 2q.54, 20.95, 20.85
3. % Trouver £10.0.5, £10;0.05» £15;0.05, £21;0.15» £30;0.025, £14;0.1

4. % Trouver t10;0.95, £10:0.55, £21;0.75, £2;0.99, 5:0.90

(93]

2 2 2 2 2 2
. % Trouver X10;0.5> X10;0.05> X15;0.05> X21;0.15> X30;0.025> X14;0.1

(=)}

2 2 2 2 2
. % Trouver X10;0.95> X10;0.9> X21;0.50> X2;0.99> X5;0.90

Solution
1. 0.0, 1.645, 2.58,0.678, 1. 04, 0.39

2.-0.10, —1.65, —1.04

3.0.0,1.8125,1.753 1, 1.0627, 2.0423, 1. 345

4. —1.8125, —0.128 89, —0.686 35, —6. 9646, —1.4759
5.9.3418, 18.307, 24. 996, 27. 662, 46. 979, 21. 064

6.3.9403, 4.8652,20.337,2.0101 x 1072,1.6103

Résumé

l On s’intéresse dans ce module a la définition de certaines variables aléatoires types qui
sont assez fréquentes pour mériter une étude approfondie. L’idée est de définir des
expériences types puis de bien définir les caractéristiques de ces expériences pour les
appliquer a des problémes concrets et éviter les calculs fastidieux qu’impose la définition

du support et de la loi de probabilité pour chaque nouvelle expérience aléatoire.

La premicere loi est la binomiale qui permet de modéliser la variable aléatoire qui donne
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30 Chapter 7 Lois de probabilité

le nombre de succes sur n expériences indépendantes. Cette loi est la binomiale qui

donne les caractéristiques suivantes :

f(z)= <n>7r”” (1-m)""" pourz=0,1,2,...n
x
ou 0 < 7 < 1 et les principales caractéristiques numériques sont :
Moyenne: E (X)=mnnr
\ Variance: Var (X) =nn (1 —7)
Ecart type : nm (1 —m)

La loi de Poisson permet de modéliser le nombre d’événements observés dans un certain
laps de temps. Sa loi est donnée par

g
fx (2) = —
et les principales caractéristiques numériques sont :
Moyenne :  E(X) = A
Variance:  Var (X) = A
Ecart type : VA

pourz =0,1,2,...

La loi exponentielle découle directement de la loi de Poisson : c’est le temps d’attente
avant un premier événement dans le méme contexte. Sa loi est continue et est donnée
par

fx ()= %e‘“/’\ pour 0 < z < oo
avec comme moyenne est A et comme variance est A\>. La densité n’a pas tellement
d’importance puisque toute probabilité peut étre calculée selon la propriété suivante : la
probabilité Pr (X < t) est donnée par 1 — e~/

La loi normale est une loi qu’il faut supposée a priori car elle ne correspond pas a une
expérience type mais bien a une expérience relativement fréquente dans la nature. Sa loi
de probabilité n’est d’aucun intérét puisqu’il est impossible de calculer les probabilités
directement de cette loi. Pour évaluer une probabilité on utilise une table pour la N (0, 1)

et la relation

X —p
g

~ N (0,1)

l est extrémement importante pour effectuer les calculs de probabilité pour une normale
quelconque.

La notion de point critique est la base des calculs qui seront fait dans les sections sur
I’estimation par intervalle et les tests d’hypothéses. Il est important de comprendre
que les lois normale, Student et khi-deux permettent de calculer des points critiques
de niveau «, c’est-a-dire les points qui donne une certaine probabilité "a droite" du
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Résumé 31

point. Chaque table a sa propre logique selon la structure de la table. Il est bien impor-
tant de bien comprendre la technique de lecture des points critiques pour chaque table
disponible. Il est a noter qu’il n’y a aucune standisation des tables de loi et ainsi les dif-
férents ouvrages de référence proposent des tables qui peuvent étre tres différentes dans
la technique pour trouver un point critique mais pas dans le résultat final. Il est impor-
tant de se familiariser avec les tables qui sont & votre disposition ET QUI SERONT A
VOTRE DISPOSITION LORS DES EXAMENS...
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